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1.5 ΕΣΩΤΕΡΙΚΟ ΓΙΝΟΜΕΝΟ ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΩΝ

ΟΡΙΣΜΟΣ
• Ονομάζουμε εσωτερικό γινόμενο δύο μη μηδενικών διανυσμάτων 𝛼 και 𝛽 και το συμβο-
λίζουμε με 𝛼 ⋅ 𝛽 τον πραγματικό αριθμό

𝛼 ⋅ 𝛽 = |𝛼| ⋅ |𝛽| ⋅ 𝜎𝜐𝜈𝜑,

όπου 𝜑 η γωνία των διανυσμάτων 𝛼 και 𝛽 .
• Αν 𝛼 = 0⃗ ή 𝛽 = 0⃗, τότε ορίζουμε 𝛼 ⋅ 𝛽 = 0.

ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ / ΣΥΝΕΠΕΙΕΣ
Άμεσες συνέπειες του παραπάνω ορισμού είναι οι εξής:

• 𝛼 ⋅ 𝛽 = 𝛽 ⋅ 𝛼 (Αντιμεταθετική ιδιότητα)

• Αν 𝛼 ⟂ 𝛽 , τότε 𝛼 ⋅ 𝛽 = 0 και αντιστρόφως.
• Αν 𝛼 ↑↑ 𝛽 , τότε 𝛼 ⋅ 𝛽 = |𝛼| ⋅ |𝛽| και αντιστρόφως.
• Αν 𝛼 ↑↓ 𝛽 , τότε 𝛼 ⋅ 𝛽 = −|𝛼| ⋅ |𝛽| και αντιστρόφως.

Το εσωτερικό γινόμενο 𝛼 ⋅ 𝛼 συμβολίζεται με 𝛼2 και λέγεται τετράγωνο του 𝛼 . Έχουμε:

𝛼2 = |𝛼| ⋅ |𝛼|𝜎𝜐𝜈0 = |𝛼|2.

ΤΥΠΟΣ / ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑ

𝛼2 = |𝛼|2
Ειδικότερα, για τα μοναδιαία διανύσματα 𝑖⃗ και 𝑗 του καρτεσιανού επιπέδου ισχύουν:

𝑖⃗ ⋅ 𝑗 = 𝑗 ⋅ 𝑖⃗ = 0 και 𝑖⃗2 = 𝑗2 = 1

Αναλυτική Έκφραση Εσωτερικού Γινομένου

ΤΥΠΟΣ / ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑ

𝑎 ⋅ 𝑏⃗ = 𝑥1𝑥2 + 𝑦1𝑦2
«Το εσωτερικό γινόμενο δύο διανυσμάτων είναι ίσο με το άθροισμα των γινομένων των ομώνυμων
συντεταγμένων τους».

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ
Για παράδειγμα, το εσωτερικό γινόμενο των 𝑎 = (−3, 4) και 𝑏⃗ = (2, −1) είναι:

𝑎 ⋅ 𝑏⃗ = (−3) ⋅ 2 + 4(−1) = −10.

Με τη βοήθεια της αναλυτικής έκφρασης του εσωτερικού γινομένου θα αποδείξουμε ότι ισχύουν
οι επόμενες ιδιότητες:
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ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ / ΣΥΝΕΠΕΙΕΣ
• (𝜆𝛼) ⋅ 𝛽 = 𝛼 ⋅ (𝜆𝛽) = 𝜆(𝛼 ⋅ 𝛽)
• 𝛼 ⋅ (𝛽 + 𝛾) = 𝛼 ⋅ 𝛽 + 𝛼 ⋅ 𝛾 (Επιμεριστική Ιδιότητα)

• 𝛼 ⟂ 𝛽 ⇔ 𝜆1𝜆2 = −1 όπου 𝜆1 = 𝜆𝛼 και 𝜆2 = 𝜆𝛽 , εφόσον 𝛼, 𝛽 ∦ 𝑦 ′𝑦

Συνημίτονο Γωνίας δύο Διανυσμάτων

Αν 𝛼 = (𝑥1, 𝑦1) και 𝛽 = (𝑥2, 𝑦2) είναι δύο μη μηδενικά διανύσματα του επιπέδου που σχηματίζουν
γωνία 𝜃 , τότε 𝛼 ⋅ 𝛽 = |𝛼||𝛽|𝜎𝜐𝜈𝜃 και επομένως,

𝜎𝜐𝜈𝜃 = 𝛼 ⋅ 𝛽
|𝛼| ⋅ |𝛽|

.

Είναι όμως
𝛼 ⋅ 𝛽 = 𝑥1𝑥2 + 𝑦1𝑦2, |𝛼 | = √𝑥21 + 𝑦21 και |𝛽| = √𝑥22 + 𝑦22 .

Επομένως,

ΤΥΠΟΣ / ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑ

𝜎𝜐𝜈𝜃 = 𝑥1𝑥2 + 𝑦1𝑦2
√𝑥21 + 𝑦21 ⋅ √𝑥22 + 𝑦22

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ
Για παράδειγμα, αν 𝜃 είναι η γωνία των διανυσμάτων 𝛼 = (1, 2) και 𝛽 = (3, 1), τότε:

𝜎𝜐𝜈𝜃 = 1 ⋅ 3 + 2 ⋅ 1
√12 + 22 ⋅ √32 + 12

= 5
√5 ⋅ √10

= 1
√2

= √2
2 , οπότε 𝜃 = 𝜋

4 .
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