2.3 Απόσταση Σημείου από Ευθεία - Εμβαδόν Τριγώνου (10α) Τράπεζα Θεμάτων  Δ΄ Θέματα
21. 



[bookmark: _Hlk94979586][bookmark: _Hlk94979619][bookmark: _Hlk59959719]Στο καρτεσιανό επίπεδο δίνονται τα σημεία ,  και , .


α) Να αποδείξετε ότι καθώς το μ διατρέχει το , το σημείο Γ κινείται στην ευθεία 

β) Να αποδείξετε ότι καθώς το μ διατρέχει το , τα σημεία Α, Β, Γ είναι κορυφές τριγώνου.
γ) Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ είναι σταθερό.
δ) Να βρείτε  τις εξισώσεις των ευθειών που διέρχονται από το σημείο Β και από τις οποίες το σημείο Α, απέχει απόσταση ίση με 1
22. 



Υποθέτουμε, ότι σε ένα επίπεδο που έχουμε εφοδιάσει με ορθοκανονικό σύστημα συντεταγμένων, κινούνται δύο σημεία Α και Β. Κάθε χρονική στιγμή  με η θέση του πρώτου σημείου είναι και του δευτέρου 
α) Να βρείτε τις εξισώσεις των γραμμών πάνω στις οποίες κινούνται τα δύο σημεία.
β) Υπάρχει χρονική στιγμή κατά την οποία τα δύο σημεία ταυτίζονται;

γ) Να υπολογιστεί η απόσταση των δύο σημείων την χρονική στιγμή 

δ) Να βρεθεί η χρονική στιγμή t κατά την οποία η απόσταση του σημείου Α από την ευθεία ε:  ισούται με 6
23. 

Σε χάρτη με καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων η θέση ενός λιμανιού προσδιορίζεται από το σημείο Λ(2,6) και η θέση ενός πλοίου με το σημείο , 
α) 
1. Αν το πλοίο κινείται ευθύγραμμα, να βρείτε την εξίσωση της τροχιάς του.
1. Να εξετάσετε αν το πλοίο θα περάσει από το λιμάνι.
β) Αν τελικά το πλοίο δεν περάσει από το λιμάνι, να βρείτε:
1. Ποια είναι η ελάχιστη απόσταση του πλοίου από το λιμάνι;
1. Το σημείο του καρτεσιανού επιπέδου που βρίσκεται το πλοίο, όταν απέχει την ελάχιστη απόσταση από το λιμάνι.                                                        Μονάδες 7-5-6-7
24. 


ΘΕΜΑ 3  Δίνονται τα σημεία  και η ευθεία  με 
α) Να βρεθεί η απόσταση του σημείου Α από το σημείο Β.
β) Για ποιες τιμές του α, η απόσταση ΑΒ είναι ίση με την απόσταση του σημείου Α από την ευθεία ε.



γ) Για  να βρεθεί το εμβαδόν του τριγώνου , όπου Γ το σημείο τομής της ευθείας ε με τον άξονα 


25. 


Δίνονται τα σημεία  και η ευθεία ε:  με 
α) Να βρείτε για ποια τιμή του α, η απόσταση του σημείου Α από το σημείο Β είναι ίση με την απόσταση του σημείου Α από την ευθεία ε.

β) Για 

i. Να βρείτε  το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ, όπου Γ το σημείο τομής της ευθείας ε με τον άξονα .
ii. Να βρείτε το σημείο της ευθείας ε που απέχει την μικρότερη απόσταση από την αρχή των αξόνων.
26. 
Δίνονται τα σημεία Α(0 -1), Β(λ, 1) και Γ(λ-2, λ-3), όπου 

α) Να βρείτε τις τιμές του  ώστε:
i. Tα σημεία Α, Β και Γ να είναι κορυφές τριγώνου.

ii. Το τρίγωνο ΑΒΓ να είναι ορθογώνιο με =90ο.

β) Για ,να βρείτε:

i. Το εσωτερικό γινόμενο 
ii. Το εμβαδό του τριγώνου ΑΒΓ
27. 



Θεωρούμε τα σημεία  και . Έστω  το σύνολο των σημείων Μ που είναι κορυφές των τριγώνων ΑΜΒ ώστε  τ.μ.

α) Να αποδείξτε ότι το  αποτελείται από τα σημεία των παραλλήλων ευθειών


 και .


β) Να αποδείξετε ότι η ευθεία ΑΒ είναι η μεσοπαράλληλη των και .









γ) Θεωρούμε ένα σημείο  στην  και ένα σημείο  στην  ώστε να σχηματίζεται το τετράπλευρο . Πόσο είναι το εμβαδόν του; Πόσα τετράπλευρα  υπάρχουν, αν το Χ πρέπει να είναι σημείο της  και το Υ σημείο της , που έχουν το ίδιο εμβαδό με το ; Εξηγήστε.


28. 


Δύο οικισμοί Α και Β βρίσκονται στις θέσεις που ορίζουν τα σημεία  και . Εξωτερικά των οικισμών υπάρχει ευθύγραμμος  δρόμος με εξίσωση 

α) Να βρείτε σε ποια  θέση του δρόμου : 
i. Ο οικισμός Α έχει τη μικρότερη απόσταση από τον δρόμο.
ii. Υπάρχει το Κέντρο Υγείας της περιοχής, αν είναι γνωστό ότι ισαπέχει από τους δύο οικισμούς.



β) Να βρείτε τη θέση Γ ενός αυτοκινήτου πάνω στο δρόμο, αν είναι γνωστό, ότι το εμβαδόν του τριγώνου που σχηματίζουν τα τρία σημεία  και  είναι ίσο με  .
Μονάδες 8-7-10
29. 




Δίνονται τα σημεία , ,  και , όπου  σταθεροί θετικοί πραγματικοί αριθμοί.



α) Να μεταφέρετε τα παραπάνω σημεία σε ορθοκανονικό σύστημα συντεταγμένων. Κατόπιν, να αποδείξετε ότι το τρίγωνο  είναι ισοσκελές και το σημείο   είναι  το μέσο της βάσης του .




β) Να αποδείξετε ότι οι εξισώσεις των ευθειών  και  είναι  και αντίστοιχα.







γ) Αν  είναι η απόσταση του σημείου  από την ευθεία  και  η απόσταση του σημείου  από την ευθεία , να αποδείξετε ότι .
δ) Ποια πρόταση της Ευκλείδειας Γεωμετρίας έχει αποδειχθεί;                          Μονάδες 6-8-8-3
30. Δίνονται τα σημεία Α(1,1) και Β(2,3)

α) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση της ευθείας ΑΒ είναι η (ε): 

β) Να αιτιολογήσετε αν το σημείο  ανήκει ή όχι στο ημιεπίπεδο που ορίζεται από την ευθεία (ε) και την αρχή των αξόνων Ο(0,0).
γ) Να αιτιολογήσετε αν το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ είναι μεγαλύτερο ή μικρότερο από το εμβαδόν του τριγώνου ΑΟΒ.                                                                                   Μονάδες 8-8-9


31. Στο χάρτη μίας πεδινής περιοχής, που είναι εφοδιασμένος με ορθοκανονικό σύστημα συντεταγμένων, δύο κωμοπόλεις Α και Β έχουν συντεταγμένες Α(3,6) και Β(7,-2). 
α) Ανάμεσα στις δύο κωμοπόλεις, θα κατασκευαστεί ευθεία σιδηροδρομική γραμμή, κάθε σημείο της οποίας θα ισαπέχει από αυτές. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας, πάνω στην οποία βρίσκεται η σιδηροδρομική γραμμή.
β) Πάνω στην σιδηροδρομική γραμμή θα κατασκευαστεί σταθμός Σ, ώστε το εμβαδόν της περιοχής που ορίζεται από τα σημεία Α, Β και Σ να ισούται με 20 τετραγωνικές μονάδες. Να βρείτε τις συντεταγμένες του σταθμού Σ στο χάρτη.                                             Μονάδες 12-13
32. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με κορυφές τα σημεία Α(-2, 1), Β(1, 5) και Γ(5, -1).
α) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ.
β) Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ΒΓ.
γ) Να βρείτε την εξίσωση του ύψους του τριγώνου  από την κορυφή Α. Στη συνέχεια να βρείτε το σημείο Δ της ευθείας ΒΓ, από το οποίο, το Α απέχει την ελάχιστη απόσταση.
δ) Να βρείτε το σύνολο των σημείων Μ του επιπέδου για τα οποία ισχύει:  

                                                  .                                          Μονάδες 5-5-8-7


Ανδρέας Συμεών
22265
21. 



Στο καρτεσιανό επίπεδο δίνονται τα σημεία ,  και , 


α) Να αποδείξετε ότι καθώς το μ διατρέχει το , το σημείο Γ κινείται στην ευθεία 

[bookmark: _Hlk85187673]β) Να αποδείξετε ότι καθώς το μ διατρέχει το , τα σημεία Α, Β, Γ είναι κορυφές τριγώνου.
γ) Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ είναι σταθερό.
δ) Να βρείτε  τις εξισώσεις των ευθειών που διέρχονται από το σημείο Β και από τις οποίες το σημείο Α, απέχει απόσταση ίση με 1                                                                   Μονάδες 6-6-5-8
Λύση
[image: ]
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17695
22. 



[bookmark: _Hlk85056412]Υποθέτουμε, ότι σε ένα επίπεδο που έχουμε εφοδιάσει με ορθοκανονικό σύστημα συντεταγμένων, κινούνται δύο σημεία Α και Β. Κάθε χρονική στιγμή  με η θέση του πρώτου σημείου είναι και του δευτέρου 
α) Να βρείτε τις εξισώσεις των γραμμών πάνω στις οποίες κινούνται τα δύο σημεία.
β) Υπάρχει χρονική στιγμή κατά την οποία τα δύο σημεία ταυτίζονται;

[bookmark: _Hlk85058544]γ) Να υπολογιστεί η απόσταση των δύο σημείων την χρονική στιγμή .

δ) Να βρεθεί η χρονική στιγμή t κατά την οποία η απόσταση του σημείου Α από την ευθεία  ισούται με 6.                                                                           Μονάδες 8-7-8-5
Λύση
[image: ]
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23. 15152
ΘΕΜΑ 3



Δίνονται τα σημεία  και η ευθεία  με 
α) Να βρεθεί η απόσταση του σημείου Α από το σημείο Β.
β) Για ποιες τιμές του α, η απόσταση ΑΒ είναι ίση με την απόσταση του σημείου Α από την ευθεία ε.



γ) Για  να βρεθεί το εμβαδόν του τριγώνου , όπου Γ το σημείο τομής της ευθείας ε με τον άξονα .      							                  Μονάδες 5-8-12
Λύση
[image: ]


24. 15380



Δίνονται τα σημεία  και η ευθεία ε:  με .
α) Να βρείτε για ποια τιμή του α, η απόσταση του σημείου Α από το σημείο Β είναι ίση με την απόσταση του σημείου Α από την ευθεία ε.

β) Για 

i. Να βρείτε  το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ, όπου Γ το σημείο τομής της ευθείας ε με τον άξονα .
ii. Να βρείτε το σημείο της ευθείας ε που απέχει την μικρότερη απόσταση από την αρχή των αξόνων.								                   Μονάδες 8-8-9
Λύση
[image: ]
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ii.
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25. 18547  

Δίνονται τα σημεία Α(0 -1), Β(λ, 1) και Γ(λ-2, λ-3), όπου .

[bookmark: MTBlankEqn]α) Να βρείτε τις τιμές του  ώστε:
i. Tα σημεία Α, Β και Γ να είναι κορυφές τριγώνου.

ii. Το τρίγωνο ΑΒΓ να είναι ορθογώνιο με =90ο.

β) Για ,να βρείτε:

i. Το εσωτερικό γινόμενο .
ii. Το εμβαδό του τριγώνου ΑΒΓ.                                                       Μονάδες 8-7-6-6
Λύση
[image: ]
[image: ]


Ανδρέας
26. 14984




Θεωρούμε τα σημεία  και . Έστω  το σύνολο των σημείων Μ που είναι κορυφές των τριγώνων ΑΜΒ ώστε  τ.μ.

α) Να αποδείξτε ότι το  αποτελείται από τα σημεία των παραλλήλων ευθειών


 και .


β) Να αποδείξετε ότι η ευθεία ΑΒ είναι η μεσοπαράλληλη των και .









γ) Θεωρούμε ένα σημείο  στην  και ένα σημείο  στην  ώστε να σχηματίζεται το τετράπλευρο . Πόσο είναι το εμβαδόν του; Πόσα τετράπλευρα  υπάρχουν, αν το Χ πρέπει να είναι σημείο της  και το Υ σημείο της , που έχουν το ίδιο εμβαδό με το ; Εξηγήστε.								        Μονάδες 9-9-7
Λύση

Έστω . 
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27. 15433



Δύο οικισμοί Α και Β βρίσκονται στις θέσεις που ορίζουν τα σημεία  και . Εξωτερικά των οικισμών υπάρχει ευθύγραμμος  δρόμος με εξίσωση 

α) Να βρείτε σε ποια  θέση του δρόμου : 
i. Ο οικισμός Α έχει τη μικρότερη απόσταση από τον δρόμο.
ii. Υπάρχει το Κέντρο Υγείας της περιοχής, αν είναι γνωστό ότι ισαπέχει από τους δύο οικισμούς.



β) Να βρείτε τη θέση Γ ενός αυτοκινήτου πάνω στο δρόμο, αν είναι γνωστό, ότι το εμβαδόν του τριγώνου που σχηματίζουν τα τρία σημεία  και  είναι ίσο με 
Μονάδες 8-7-10
Λύση
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28. 15681





Δίνονται τα σημεία , ,  και , όπου  σταθεροί θετικοί πραγματικοί αριθμοί.



α) Να μεταφέρετε τα παραπάνω σημεία σε ορθοκανονικό σύστημα συντεταγμένων. Κατόπιν, να αποδείξετε ότι το τρίγωνο  είναι ισοσκελές και το σημείο   είναι  το μέσο της βάσης του .




β) Να αποδείξετε ότι οι εξισώσεις των ευθειών  και  είναι  και αντίστοιχα.







γ) Αν  είναι η απόσταση του σημείου  από την ευθεία  και  η απόσταση του σημείου  από την ευθεία , να αποδείξετε ότι .
δ) Ποια πρόταση της Ευκλείδειας Γεωμετρίας έχει αποδειχθεί;                          Μονάδες 6-8-8-3
Λύση
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29. 15987
Δίνονται τα σημεία Α(1,1) και Β(2,3)

α) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση της ευθείας ΑΒ είναι η (ε): 

β) Να αιτιολογήσετε αν το σημείο  ανήκει ή όχι στο ημιεπίπεδο που ορίζεται από την ευθεία (ε) και την αρχή των αξόνων Ο(0,0).
γ) Να αιτιολογήσετε αν το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ είναι μεγαλύτερο ή μικρότερο από το εμβαδόν του τριγώνου ΑΟΒ.                                                                                   Μονάδες 8-8-9
Λύση
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30. 17694
Στο χάρτη μίας πεδινής περιοχής, που είναι εφοδιασμένος με ορθοκανονικό σύστημα συντεταγμένων, δύο κωμοπόλεις Α και Β έχουν συντεταγμένες Α(3,6) και Β(7,-2). 
α) Ανάμεσα στις δύο κωμοπόλεις, θα κατασκευαστεί ευθεία σιδηροδρομική γραμμή, κάθε σημείο της οποίας θα ισαπέχει από αυτές. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας, πάνω στην οποία βρίσκεται η σιδηροδρομική γραμμή.
β) Πάνω στην σιδηροδρομική γραμμή θα κατασκευαστεί σταθμός Σ, ώστε το εμβαδόν της περιοχής που ορίζεται από τα σημεία Α, Β και Σ να ισούται με 20 τετραγωνικές μονάδες. Να βρείτε τις συντεταγμένες του σταθμού Σ στο χάρτη.                                             Μονάδες 12-13

Λύση
[image: ]
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31. 22262
[bookmark: _Hlk96195314]Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με κορυφές τα σημεία Α(-2, 1), Β(1, 5) και Γ(5, -1).
α) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ.
β) Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ΒΓ.
γ) Να βρείτε την εξίσωση του ύψους του τριγώνου  από την κορυφή Α. Στη συνέχεια να βρείτε το σημείο Δ της ευθείας ΒΓ, από το οποίο, το Α απέχει την ελάχιστη απόσταση.
δ) Να βρείτε το σύνολο των σημείων Μ του επιπέδου για τα οποία ισχύει:  

[bookmark: _Hlk85140119]                                                  .                                          Μονάδες 5-5-8-7

Λύση
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euBewwv € kat AB. Emiong to prkog tou AB eival otabepo, ondte to epfadd tou

1
Tpywvou: (ABl) = > -AB-u eival otabepo.
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8) Amd o onpeio B(2, 2) Siépyovtat oL eubeieg &": x =2 kaw 6: y - yg = A(x - Xg)
6:y-2=Ax-2)A8:Ax-y+2-2\ =0.

Elvat: d(A, 8') = |2-x,|=[2-1|=1, ondte n eubeia &": x = 2 amotelel pa Avon oto
TPOBANUa. Oa avalnTAOOULE AV OTNV OLKOYEVELX EUBELWV §, UTtAPXEL KAt GAAN euBeia
Tou va antotehei AUon oto mpoBAnua.

A1-1-(-1)+2-2A] |A+1+2-2 [3-1]|

Evaud(A, 8)= —F——= s ————— = .
vaw A 0= T e e Er el
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OfroukE: (A, )= 1 oot 1 3 - A= VIEF T ‘ ;
ovpe:d(A, §) = N | |= KaL uPwvovTag oTo TETPAYWVO

KaL Ta 500 MEAN éxoupe:|3 -A2=VAZ + 12 (3 -A)2=A2+1 & 9-6A+A2=2A2 + 1
8 4

©6A=8 A= e=3 N AUon tng e§lowong, ou emaAnBeVEeL TNV apyLKH, OTIOTE EivaL

Sektn).

8 4

F)\4 0'64 224 0'{S—x4 2 0n6:=x 2 0n
== ITX-y+2-2- = IoX-y+2-— = TTX-y-T =
o 3n£u&m 3xy 3 n 3 y 3 n 3 V3 n

6: 4x - 3y - 2 = 0, amotelei pia akopun Abon oto mpoPANpa.
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image89.png
o) EXoupE A(t-1, 2t-1), t= 0. Av A(x, y) TOTE:

x=t—1 t=x+1 t=x+1
y=2t—-1{y=2x+1)-1e{y=2x+1,
t= 0 x+1>0 x> —1

apa 1o onpeio A kwveitat otnv nuievBeilaeiry = 2x + 1 pex = —1.

Emniong éxoupe B(3t-1, -4t-1), t= 0. Av B(x, y) tdte:

=Xt
x=3t—1 E t=21 t=22
{y=—4t—1@ Y=—4X;—1—1‘:’ 3y=—4?<—7‘i’ 4x+3y+37=0'
t=0 159 x> -1 x> -1

apa to onpelo B kwveital otnv nuieudeia €2: 4x + 3y + 7 =0 pex = —1.
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B) Av umtapxel xpovikr otyur t= 0, katd tnv omoia ta onueia A kot B tautijovtal Ba

eivau

XA = X t—1=3t—-1 t=0
{YA_YB@ 2t—1=—-4t—-1e{t=0 &t =0, dpa tn xpovikr otyur t = 0, Ta
t=0 t=>0 t=>0

onueia A, B tautifovrat.
y) Na t=2 eivat A(1, 3) kae B(5, -9) ondte: (AB) =/ (xg — x4)? + (¥ — ya)? =

(5—1D2+ (=9 —3)%=/42 + (—12)2 = V16 + 144 = /160 =4V/10.

6) Aoyw tou epwtpatog (a), n eubeia € ival n g, onoTe:

g |4-(t=1)+3-(2t—1)+7| |10t| 1011230 s
A, g)=6——F———=6& =6 t o |t|=3 e
=) ey 5 e lmot=0s =

t=3
[t = —3 & t = 3, n {NTOUUEVN XPOVIKH OTLYUH.
t>0
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image93.png
) KAvoupe avTikatdotaon Ti§ CUVIETAYHEVEG TwV onpeiwv A kat B oTo TUMmo tng andotacng

(AB) =/(3-2)2 + (-2 - 1)Z =10.

B) Na va Bpoupe tn Tur tou a Ba Abooupe Ty e§iowon Tou POEPXETAL A6 TN LOOTNTA

|Ax(+B; T " 6- .
(AB)=d(A ) < (AB) = % SnAadh V10 = % o |a+ 6] = 10, e

a=4na=—16.

y) Naa = 4neuvbeiaeyivetare: 3x+y+4 =0.

H euBeia tépveL tov y'y yia x = 0. Apa, To onpeio Topng tng € pe tov d€ova y'y eivar (0, —4).
ApaT (0,—4).

Eniong, BpioKoupE TG CUVIETAYHEVEG TWV SLOVUOUATWY AB kot AT.

AB = (-3,—-1) kat AT = (—=1,-7).

Ané to tOno tou epBadou tpywvou (ABT) = %ldet (ATB,E")' urohoyifoupe otL

(ABI) = %| |:i :;l |= % - 20 = 10 TeTpaYWVIKEG POVASEG,
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a) Zupdwva pe ta Sedopéva Exoupe

(AB) = d(Ag) & /(2 — 12 + (2 - 3)2 = B8+l 70 = "’*"" o la+6l=10=

V32+12

a+6=10na+6=—-10ttea=4na = —16.
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B)Maa =4 ¢éxovpee:3x+y+4 =0.

i. H euBela € tépveL tov Gfova y'y oto onpeiol, dpayax =0toy = —4.
Emopévwg, n ouvtetaypéveg tou I eivar (0, —4).

BplOKOUE TIG CUVTETOYUEVEG TWV SLAVUOUATWY AB ko AT.

AB = (-3, —1) kat AT = (—1,-7).

An6 o TUTo tou gpBadou tpywvou (ABT) = %|det (A_B,)ﬁ)| urtoAoyifoupe OtTL

(ABT) = %| |:3 :;l | = % 20 = 10 TETPAYWVIKEG HOVASEC.
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Ixedialoupe oe éva olotnua afdvwy tnv euBeia € KaL TO ONUELO TTOU ATEXEL TN UIKPOTEPN
anéotacn and v apyr Twv aévwy, eivat to onueio Toprg tng eubeiag € pe tv eubeia 6 ou

elvat kdBetn otnv € kat Stépxetat and to O.
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Na va untohoyicoupe to IntoUpevo onpeio apkei va Bpolpe v e§iowon tng eubeiag & kat va
AUooupe to oUotnpa Twv §U0 e§LOWOEWV.
Enedn, A; = =3 katd " As = -1 = A5 = % H euBeia & Siépxetat and to (0,0) tote 8:y = ix.

Ané t AUon Tou cuoTARATOG

1

3x+y+4 =0
{ y=Eax

" . . 6 _2 ; .
Bpiokoupe To kowo onpeio (— 5 E)' ToU eivat to ntovpevo.
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a)

MNa va oxnpatifouv ta onueia A, B kat I tpiywvo Ba mpémneL va pnv Bpiokovtat
oty (Bl eubeia i aMwig ta Staviopata AB , AT va pnv eivat tapdAnAa.
Eivaw AB = (A, 1+1) = (A,2) kat AT = (A-2,A-3+1) = (A-2,A-2) . Tvepiloupe 6Tt :

A 2

AB // AT & det (B, AT) =0 |, © ) °

0o AA2)-2(A2) =0
A—-2)2=0o1A=2

AnAadn ta Staviopata AB, AT eivaw napdMnAa & A =2. Onodte ta onpeia A,
B kat I oxnuatifouv tpiywvo yia kdOe tir tou A mou eivat Stadopetikn and
™02

Av 10 Tpiywvo ABI givat opBoywvio pe A = 90°, TO E0WTEPIKS YVOUEVO
AB - AT Ba woltat HE undév.

Ouwg AB - AT =0 @A (A-2+2(A-2=02A+2) A-2) =0
A+2=04A-2=0&A=2HA=-2.

3to epwinua ai) Sei§ape 6ty A =2 ta onpeia A, B kat I 8ev oxnpatifouy
Tpiywvo, omdte o Tpiywvo ABT eivat opBoywvio pe A = 90° pévo yia Ty Ty

A=-2.
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B) Ma A =-2, AB = (-2, 2) , AT = (-4, -4) kat and epdtnua aii) Ta onpeia

A(0, -1), B(-2, 1) kat (-4, -5) oxnpartiiouv opBoywvio Tpiywvo pe A = 90°.

AB-AT= 0.
1 JEr—
(ABI) = ;ldet (BB, A1), oM

det (AB,AT) =2 2

=(=2)(—4) — 2(—4)= 16, ondre (AB) = %-15 -8

‘H  evaMakukd B tpoémog :  (ABI) :% |ﬁ| |ﬁ|,

|aB]= V2722 22 «a [AT|=
(ABD:%ZﬁAﬁ:&

Opwg

JEBHTF (8= 42, ondee
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|=24. Avantiooovtag TV

— +2 +3
a) Mpénet va oxveL % |det(AM,AB)| =12, apa | ~ 9 Y

12

opifouoa naipvoupe [12(x +2) — 9(y + 3)| =24 © 3|4(x + 2) — 3(y + 3)| = 24, dpa
[4x +8 — 3y — 9 =8 & |4x — 3y — 1| = 8. Tehkd éxoupe:
4x — 3y —1=8nR4x — 3y —1=-8,6nkadn 4x —3y=9 n4x — 3y =—-7 oL

onoieg eivate€lowoelg Twv euBev (&1) kat (&5).

O euBeieg eivatmapdAAnAeg adpou £xouv kowo cuvteleotr StevBuvong A = g.
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d(A, ) =
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S

Yooya _9-(3) _2 apa n €uBeia AB eivat mapdaAnAn otig

B) Napatnpoupe o6t A4 = o T (2" 7

(&1) ka (£5). Emopévwg apkeiva anodeifoupe otLéva onolodrinote onpeio tng AB oaméxet

ané 1 (g) kat (g5). T eukohio Bpiokoupe To péoo tou AB mou eivatl To onpeio

2+7 —349
k(50

> 6nhaén to K( 3)

, |+2-33- 9| |42~ 3.347]
Topa d(K, ) = ﬁ = KuLd(K &) = s

y) Me Bdon 1o mapakdtw oxiua, Slamotwvoupe OtL omoodnnote onueio M; tng (&)
oxnuatifel pe to otabepd euBUypappo TUpHa AB, Tpiywvo otaBepol epBadou, adol to Uog
h tou TpLlywvou AMB mou avtiototxei otnv AB eival otaBepd KoL L00 e TO HLOO TNG AndoTacng
twv (&) kau (g,), onéte (AM;B) = i “AB -h= i 15 -S =12, adol

= /T +2)2+ (9 + 3)2 = V225 = 15. Avdhoya, (AM,B) = 12, ¢toL (AM; BM,)= 24.
‘Qote (AXBY)= 24 yu omowabAnote onpeia X,Y twv (1) kat (g;) avtictoya, apkel va
oxnuatifetal tetparmeupo (va punv givat ya mapddetypa ta onpeia My, B, M, ouveuBelakd).

Apa unapyouv dnepa tetpamievpa AXBY pe otaBepo epBadov 24.
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a)

i. T va Bpoupe o mola Béon tou §pOpou & 0 OWKLOPOG A €XEL TN ULIKPOTEPN AOOTOON,
tonoBetolpe o€ Eva 0pBOKAVOVIKO CUCTNHA CUVTETOYHEVWY ThV gUBeia & kat Ta onueia A

kat B. H euBeia & tépvel toug aoveg x'x kat y'y ota onueia (1,0) kat (0,1) avtiotoya.
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M'Vwpifoupe WG 0 TILo cUVTOUOG §POUOG TTOU pag 08nyEel 0To POOPLOUO Hag eival o KABeTog
8popog oto 5popo ou Bprokopaote. Etat, n kabetn eubeia otnv eubeia 6 mou SiEpxetat and
TO onpeio A MAPLOTAVEL TOV SPOLLO TOU TTEPVA OO TOV OLKLOMO KAL CUVAVTLETAL PE TOV SpOpo
6. Apa, to onueio mou Ba Bpioketal n O£on mou avaintou e gival To onpeio Topng twv Uo

guBeLV.
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Amo To oXra POKUTITEL WG eivat to (1,0).




image115.png
Mo vo to Bpoupe alyeBpikd apkel va mpoadlopicoupe tnv k&Betn gubeia € otnv eubeia & mou
Siépyxetal anod 1o onueio A.

8 Leavkatpovoavig A, = —1.ToAg = —1, apa A, = 1.
Toteey—(-2)=1-[x— (-] e=x—-y—-1=0.

AUvovtag to cUotnpa e§lowoewv Twv SVo eubeiwv € kat & Bpiokoupe To InTOUUEVO oNuEio.

{x+y—1=0

X_y_1=04=>x=1|(uly=0.
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ii. Mo va Bpoupe T Béon Tou KEVIPOU LYELAG TNG EPLOXTG TIOU LOATEXEL AT TOUG 5U0 OLKIGHOUG
akoAouBoU e To {610 oKemTKO. Ao T ypadikr mapdotacn Ydxvoupe To onpeio tng eubeia & mou
LoaméxeL and ta A kat B, SnAasdr to onpeio I mou Bpioketat mavw oty eubeia & kat otn
peookdBeto tou AB.

‘Eotw onueio K(x,y) mou avriket otnv eubeia 8, dpa ot cuvtetaypéveg tou enainBevouy Ty

e€iowon g guBeiag 6. Npoadlopifoupe tnv e€iowon tng pecokaBétou tou AB, v gubeia {.

2he Mg Ay = —1 totedg = — 3

Kt 1o M péco Tou AB pE GUVTETAYHEVEG, Xy = _1;3 =1,y =21

Gy+3=—3cl)e 8x+6y—5=0.
/Advoupe To cUoTNpa Twv §U0 e§lowoswy & kat {

{x+y—1:0
8x+6y—5=0

Tou 8popou 8 Tou Bpioketat To KEVTPO uyeiag.

© x=—2katy = 2. To onpeio K(3,3) eiva to drodpevo, Snhasi n 8¢on
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B) To onueio I Bpioketal mavw oto popo pe e€iowon §, dpa eivat onpeio tng eubeiog §.
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‘Eotw I (x,y) katTe 8:x +y — 1 = 0, dnAadn v emoAnBevel, totey = 1 — X Kat
to onpeio I €xeL ouvtetaypéveg I'(x, 1 — x).

BpLOKOUE TLG CUVTETAYUEVEG TWV SLOVUOUATWY AB kot AT.

AB = (4,3) kal AT = (x + 1,3 — x).

To eppasddv tou tpywvou (ABT) eivar 8.

Apa, and tov tuno gupadov tpywvou (ABI) = %|det (ﬁ:ﬁ:ﬂ unoloyiloupe ot to (ABT) =

1 4 3
2 |X+1 3_X| =8 [9—7x| = 16.
N " n 4, 25 N n N 18
Ano tnv e€lowon maipvovpe x = —1 Ax = - Bpiokoupe ta avtiotoa y = 2Ry = -

Emopévwg, éxoupe 8Uo BEoeLg Tou Spopou Tou BpiokeTal To autokivnto Kat oxnuatilel epBasdov 8,

™ Béon pe ouvtetaypéveg (—1,2) kat (?, - 17—8) .
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image121.png
o) Apov B #0 taonueia O, A, B 8ev eivan ouveuBetakd.

Ta tpiywvo OAB eivat toookelég pe Baon tnv OA adol

(0B)= /(%70]:(/;70)2:@@ (AB)= ’(%—aJZJr(,B—O)Z:\/g_

EvaA\akTikd, to onpeio B(%, B) avrikeL otn pecokdBeto tou OA omdte LoaméxeL and ta
onueia O,A.
TéAog 1o péoo tou OA eival o onpeio M(%,O), adoU oL cuvtetaypéveg tou M eival iogg

e To NuaBpoLopa twv ouvtetaypévwy twv O,A.
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B) Eivae p#0 ométe OB:y-— O—ﬂ S(x— O)Oy—% ¥ 2fx—ay=0 ka
2 o
2
0 2,
AB:y— O—g_a (x-a) y=_ﬂ£-(x—tz) y=- f-(x—a) 2Bx+ay-2af=0.
2 2
a
2 ——a-0
a.p>0
y) Eivat d; :‘ 2 = a/: Kat
(Zﬂ) +a’ (Zﬂ) +a’
2ﬁ—+a-0—2aﬁ‘
|— a.p>0
dzz‘ ‘ aﬁl = ap = onote npaypat d, =d, .

J2py +a? N
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8) H npdtaon g EukAeibelag Newpetpiag mou anobdeixdnke eivar n e€fg: 2e kAOe L0OOKENES

Tplywvo, To HEoo TNG BAONG LOAMEXEL O TLG (0€G TTAEUPEG.
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B(a/2,8)

Q

O

0(0,0) M(a/2,0)
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image125.png
a) H guBeia mou Siépxetal armo ta A,B Ba éxel e§iowaon: y=Ax+b a@ol X, #Xp.

OnoTE A = yB_yA:g =2

;1_ =2.
Xp—Xa -1 1
Apa n euBeia Ba eivalt ™G pHopeng y=2x+b. AvTIKaOIOTWVTAG TIG CUVIETAYUEVEG TOU
onueiou A Ba éxoupe: 1=2-1+beb=-1. Emopévwg, n eiowon ™mg gubeiag Ba sival n

[e):y=2x-1.
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B

a'Tpomog

To onueio E(3,5) aviket omv (g), 1ot 2-3—- 1=5. To onpeio I BpiokeTat omv iSla ubeia
TIapAdAAnAn otov agova x’x v y=5 pe to E kat «dela» and aumyv, evw To onueio O(0,0)
Bploketal oto AA\o NWLETNEdO, «APLOTEPA» QIO AUV, ONWG BAETOULE KAl OTO EMTOUEVO

oxfua.
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B’ TpéMog

— (-1
> avikel omv euBeia (g) kat To Stavuoua AO:(T,O] glvat

Na y=0 to onueio A(l,o
mapaln)o otov afova X 'x.

Emiong 1o onueio E(3,5) aviket omv (g), Swort 2-3-1=5 kat To Slavuopa
El=(2'"-3,5-5]=(2""-3,0] &ivat napaMnho otov dfova x'x. Ta Slaviopata A0, ET’
£xouv apyn omv guBeia (€) kat eival avtipporna, omoTe AVIKOUV OE SLAPOPETIKA NULEMIMESA
™G (€). Tuvenwg kat Ta onpeia O, I Sev avijkouv ato i5lo nueninedo anéd autd mou opiletn

(g).
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Y) Ta tpiywva AOB kat ABI €xouv v idla Baon AB, Le @opéa v ubseia (g).

H anéotaon tou O kat Tou I avtioTolxa anod mv (g) eivat:

|2 0 0- 1|
dlO,e
d'[‘ |2 900 _g_ 1|7 20 _g 1

2.

>—.
2%+1? \/g \/g

Suvenws d(0,e)<d|(I, &) dpa to Tpiywvo ABI éxel peyahutepo epBadov and To AOB.
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a) Epooov ta onpeia g eubeiag € ndvw otnv onoia Bpioketal n odnpodpopikr
ypaupr wanéxouv and ta A, B, autf Ba eival n peookddetog tou guBuypdppou

Tufpatog AB. Av M to péco tou AB TOTe:

Xpa+xg  3+7 yatys
T2

Xy = = =5ym =2, dpa M(5, 2).

1
dpuz:y-yM=Ma(x-xM)r']e:y-Z:E(x-S)r']£:2y-4=x—5r']£:x-2y-1=0,

n {ntovpevn efiowon.
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B) ©¢Aoupe (2AB) = 20 T.. (1)

Av 3(x, y), TOTE T0 €€ & x - 2y -1 =0 & x = 2y +1 (2), omdte 2(2y +1, y).

Axopn AB = (x — Xa, yg — ya) = (7-3,-2-6) = (4, -8) ka

AS = (xy — X, Yz — Ya) = (2y +1-3,y -6) = (2y -2, y -6), onéte amd v (1) eivaw:

AB YAEll_ oll=20=

|det(AB ) =206 ([ 40<:>I|2y

2 y-
|4(y -6)- (-8)(2y -2) | =40 &|dy -24 + 16y - 16| =40 < |20y - 40| =40 &
20|y-2| =40 |y-2|=2ey-2=-21y-2=2ey=01 y=4
Nay =0 and mv (2) naipvoupe: x = 1. Nay = 4 and v (2) naipvoupe: x = 9.

Apa 3(1,0) 4 5(9, 4).
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a) Eivau: AB = (Xg — Xa, Y8 — ¥a) = (1-(-2), 5-1) = (3, 4) kat
— 1 —
AT = (Xpr — Xa, Yr — ¥a) = (5-(-2), -1-1) = (7, -2), ondre: (ABr) = > |det(AB, AT)| =

1 ||XAB YaB

| 1|3 4| L 1324722 |-6-28| = 2| -34| = 34 = 17
2 'IXar YAI‘|_2|7 —2|_2I (-2)- I_Zl__ |_2|_ |_2 o




image13.wmf
4370

xy

++=


image134.png
yr-ys . 1-5 .
- Blty-5= -1)ABMy-5=
pr— (x-xg)ABl:y s x-1ABry "

B) EivatBr:y-yg = (x-1)n

3
BF:y-S:-;(x-l)r’]BI':Zy-10=-3x+3r']BF:3x + 2y — 13=0.
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