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ΕΡΓΑΣΙΑ 3η         Εσωτερικό Γινόμενο                   23/12/2024             

Βασικές κατηγορίες ασκήσεων για την  παράγραφο     1.5                 

    ΚΑΤΗΓΟΡΙΑ  1Η: 

Ζητείται το εσωτερικό γινόμενο α β   δύο διανυσμάτων α,β   

•  Αν ξέρω τις συντεταγμένες των διανυσμάτων  α,β    έστω 

( ) ( )1 1 2 2α x , y ,β x , y= =   τότε ( ) ( )1 1 2 2 1 2 1 2α β x , y x , y x x y y =  = +  

•  Αν ξέρω  τα μέτρα και την γωνία των διανυσμάτων α,β  τότε 

( )α β α β συν α,β =    

•  Αν ξέρω  τα μέτρα των διανυσμάτων α,β, γ  και μια σχέση της μορφής   

γ λα κβ= +  

Τότε: ( ) ( )
222 2 2 2 2 2 2γ λα κβ γ λα κβ γ λα κβ 0 γ λ α 2λ α β μ β= +  = +  = + =  = +   +  

( )
222 2 2γ λ α 2λ α β μ β = +   + και  λύνουμε ως προς  α β  

 

 

Άσκηση  98    Να βρείτε το εσωτερικό γινόμενο α β ,στις παρακάτω περιπτώσεις 

α) ( ) ( )α 1, 3 ,β 2,2= − = −               

β) α 2, β 2 2= =  με ( ) π
α , β

6
=  

γ) α 3, β 6, γ 1= = = ,
 
και  2α β γ 0+ + = .   
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Άσκηση  99    Έστω α,β ,δύο διανύσματα τέτοια ώστε  α 8, β 3= =  και ( ) 2π
α , β

3
=

 

Να βρείτε τα εσωτερικά γινόμενα: 
 

α) α β                         β) ( )α 2β −                     γ) 2α                      δ) ( ) ( )2α β α 3β+  −  

 

 Άσκηση  100   Έστω τρίγωνο ΑΒΓ με ( ) ( ) ( )1,2 , 2,1 , 3,1 −  −   ,να βρείτε τα εσω-

τερικά γινόμενα:      α)                          β) 
2

                           γ)  , ΑΜ 

διάμεσος 

 

Άσκηση  101    Έστω ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ πλευράς   και η διάμεσος ΑΔ , να 

βρείτε τα εσωτερικά γινόμενα: 

α)                   β)                      γ)                                β)   

 

Άσκηση  102    Έστω τα διανύσματα ( ) ( ) ( )1,0 , 1,1 , 0,1 =  =  =  

α) Να υπολογίσετε την τιμή των παραστάσεων:   i)  α β β γ γ α +  +            2

β γ
ii)  

γ


 

 β) Να βρείτε τα διανύσματα:  
1 1

u α β,
α β

= +     ( ) ( )v α β γ β γ α=   +    

 

   ΚΑΤΗΓΟΡΙΑ  2Η: Όταν θέλουμε να δείξουμε ότι μη μηδενικά διανύσματα α,β  

είναι κάθετα τότε αποδεικνύουμε ότι έχουν εσωτερικό γινόμενο μηδέν. 

•  Αν ξέρω τις συντεταγμένες  των διανυσμάτων ή τις γωνίες που σχηματίζουν 

με τον άξονα x x  τότε:  1 2α β λ λ 1⊥   = −     

 

Παράδειγμα − Εφαρμογή  1  

Αν ( , )17 7+ = −  και ( , )13 13 − = −  να αποδείξετε ότι τα  διανύσματα ,  είναι 

κάθετα. 
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Λύση 

 

Τα διανύσματα      είναι λύση του συστήματος 

 

( )

( )

( )

( ) ( )
17, 7

2 30,6 15,3
13,13

++ = − 
  =  =

− = 

   

 

Οπότε: 

 

( ) ( ) ( )15,3 (17, 7) (17, 7) 15,3 2, 10+ = −  = − − = − και επειδή 

 

( ) ( )15,3 2, 10 30 30 0 =  − = − = , τα  διανύσματα ,  είναι κάθετα. 

 

Παράδειγμα – Εφαρμογή 2. 

Αν είναι ( ) 2
2, 3, ,

3


 =  =   = , να υπολογίσετε το  ώστε τα διανύσματα 

u 3=  −  και v =  +   να είναι κάθετα. 

 

Λύση 

 

Είναι ( ) 2 1 1
, 2 3 6 3

3 2 2

  
  =      =   = − = − 

 
 

 

Τα μη μηδενικά διανύσματα u  και v  να είναι κάθετα αν και μόνο αν  

 

( ) ( )u v 0 3 0 =  −  + = 

( )0
222 23 3 0 3 0

=

 + − − =    −  = 

2 2 3
3 2 3 0

4
  − =   =  

 

Παράδειγμα – Εφαρμογή  3 

Να βρείτε τις τιμές του   για τις οποίες το τρίγωνο με κορυφές τα σημεία 

A(1,1),B(3, 2)+  και ( )2 2,3  −  είναι ορθογώνιο στο Α.  

Για τις τιμές του   που βρήκατε να δείξετε ότι το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκε-

λές. 

 

Λύση 
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Είναι ( )AB 2, 1= +  και ( )2A 3,2 =  −   

Για να είναι ορθογώνιο στο Α αρκεί  

 
2 2 2AB AΓ 0 2,λ 1 λ 3,2 0 2 λ 3 2 λ 1 0 λ λ 2 0

λ 1 λ 2  

 

Για λ 1  έχουμε: AB 2, 1  και  AΓ 1,2 , επειδή 2AB 2 1 5  και  

2 2AΓ 1 2 5 , το τρίγωνο είναι και ισοσκελές. 

 

Για λ 2  έχουμε: AB 2,2  και  AΓ 2,2 , επειδή 

2 2AB 2 2 8 2 2= + = =  και 2 2A ( 2) 2 8 2 2 = − + = =   , το τρίγωνο είναι και 

ισοσκελές.  

 

Άσκηση  103  Αν  + = −(17, 7)  και  − = −( 13,13)  να βρείτε τα διανύσματα  ,  

και να αποδείξετε ότι είναι κάθετα. 

Άσκηση  104  Αν είναι ( ) 
 =  =   =

2
2 3

3
, , , , να υπολογίσετε το   ώστε τα 

διανύσματα =  −u 3  και =  +v  να είναι κάθετα. 

Άσκηση  105  Να βρείτε τις τιμές του   για τις οποίες το τρίγωνο με κορυφές 

τα σημεία A(1,1),B(3, 2)+  και ( )2 2,3  −  είναι ορθογώνιο στο Α.  

Για τις τιμές του   που βρήκατε να δείξετε ότι το τρίγωνο ΑΒΓ είναι και ισο-

σκελές. 

Άσκηση  106  Να αποδείξετε ότι τα διανύσματα =  +  u  και =  −  v  

να είναι κάθετα. 
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ΚΑΤΗΓΟΡΙΑ  3Η:  Όταν θέλουμε να δείξουμε ότι μη μηδενικά διανύσματα α,β  

είναι: 

α) Ομόρροπα: 

Αρκεί να δείξουμε ότι: + =  +    ή   =      ή  ( )  =, 0  ή  , 0 =      

β) Αντίρροπα: 

Αρκεί να δείξουμε ότι:   + =  −  ή   = −      ή  ( )  = ,  ή  , 0 =    

. 

 

Παράδειγμα – Εφαρμογή  4 

Δίνονται τα  διανύσματα ,     για τα οποία ισχύουν 
1

2
 =   και 4 5+ = −  . 

Να αποδείξετε ότι     

 

Λύση 

 

Είναι ( ) ( )
2 22 2

4 5 4 5 4 5+ = −   + = −   + = −    

 
2 2 2 2 2 2 2 22 16 40 25 15 42 24 0 15 24 42 + + =  − +    − +  =   +  =   

 

( )

( )
2

2 22 2 2 2
5 8 14    5 2 8 14 20 8 14

 = 

 +  =    +  =   +  =   

 
2 2

28 14 2 2 =   =     =     =  , οπότε     

 

 

Παράδειγμα – Εφαρμογή  5 

Έστω τα μη μηδενικά διανύσματα ,     για τα οποία ισχύουν: 

 



2o   Γ.Ε. Λ    Ηρακλείου                                                                                            Ανδρέας   Παντερής     MSc 

 

Εργασία 3η : Εσωτερικό  γινόμενο Σελίδα 41 
 

3 4 10

 
= =  και 2 0 +  +  = . Να αποδείξετε ότι     

 

Λύση 

 

Αρκεί να δείξουμε ότι   = −     

Έστω 
3 4 10

 
= = =  , τότε: 3 , =  4 =   και 10 =                     (1) 

 

Είναι 2 0 2++  =  +  = −  ,  

άρα ( )
( )1

2 2 2 22 2 2 24 2 4 2 4+  =   +  +  =    +  +  =    

 
2 2 2 2 2 216 2 100 4 9 2 116 36 40  +  +  =     = −  +    = −          (2) 

 

Και 
( )1

2  4 10 40   =    =                          (3) 

 

Από (2) και(3) προκύπτει   = −       

 

Άσκηση  107  Αν για τα  διανύσματα   , , ισχύουν   =  =  =1, 3  και 

  2+ =  να δείξετε ότι     

Άσκηση  108 Δίνονται τα  διανύσματα  ,  για τα οποία ισχύουν  =  
1

2
  και 

+ = − 4 5  Να αποδείξετε ότι     

Άσκηση  109  α)  Να αποδείξετε ότι:   + =  −      

β) Αν για  τα  διανύσματα   , ,   ισχύουν   + =  και   =  =  =1, 3, 2   δείξετε 

ότι     

Άσκηση  110  α)  Να αποδείξετε ότι:  + =  +    
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β) Αν για  τα  μη μηδενικά διανύσματα   , ,   ισχύουν 0  + + =  και  

3 4


= =    δείξετε ότι     

ΚΑΤΗΓΟΡΙΑ  4Η: Όταν θέλουμε να βρούμε το μέτρο ενός διανύσματος   γραμ-

μικού συνδυασμού διανυσμάτων π.χ.  =  +   τότε υπολογίζουμε το 
2

 από 

την σχέση  = 
2 2 και στη συνέχεια βρίσκουμε το μέτρο του  .  

Παράδειγμα – Εφαρμογή  6 

Αν είναι  1,  2 και , =  =  ⊥ να βρείτε το μέτρο του διανύσματος u 2 3=  −  . 

 

Λύση 

Αφού 0 ⊥  =  

 

Είναι ( )
222 2u 2 3 2 3 4 12= −  = −  =  −  29+  =

2 2 2 24 9 4 1 9 2 40 +  =  +  = , 

οπότε  

 
2

u 40 u 40 2 10=  = =  

 

Παράδειγμα – Εφαρμογή  7 

 Αν είναι 5 4 = −   και  ( ) 2
2,  β 5 και  , =  

3


 = =    να βρείτε το μέτρο του δια-

νύσματος .  

 

Λύση 

 

Είναι ( ) 2 1
, 2 5 10 5

3 2


 =      =   = − = − , άρα 5  = −     και 

 

( )
22 2

2 2 2 25 4 5 4 25 40 16 25 2 40 ( 5) 16 5       = − = − = − + =  −  − +  =  

 

100 200 16 15 300 240 540= + +  = + = . 

 

Άρα 
2

540 540 2 135 =   = =  
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Άσκηση  111  Αν είναι   =  =  ⊥1,  2 και ,να βρείτε το μέτρο του διανύσμα-

τος u 2=  −   

Άσκηση  112 Αν είναι 2 3 = +   και  ( ) 2
2,  β 1 και  , =  

3


 = =    να βρείτε το 

μέτρο του διανύσματος .  

 

 

ΚΑΤΗΓΟΡΙΑ  5Η: 

Όταν θέλουμε να βρούμε τη γωνία δύο μη μηδενικών διανυσμάτων  , , έστω 

 
 =   

 
ˆ ,  τότε υπολογίζουμε το 

 
 =

  
. 

Σχόλιο: Αν είναι γνωστές οι συντεταγμένες των διανυσμάτων, έστω ( ) =
1 1

x ,y  

και ( ) =
2 2

x ,y  τότε 
 + 

 =
+ +

1 2 1 2

2 2 2 2

1 1 2 2

x x y y

x y x y
 

•  Αν ˆ0 0 , ί           

•  Αν ˆ0 0 , ί           

•  Αν ˆ0 0
2


    =  =  =  

 

Παράδειγμα – Εφαρμογή  8 

Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ με 2 = +  και 2 = − Αν ,   τέτοια 

ώστε 1,  β 1 = =  και ( ),
3


  =  να υπολογίσετε τα μήκη των διαγώνιων του και 

το συνημίτονο της οξείας γωνίας τους. 

 

Λύση 
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Για τις διαγώνιες του παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ έχουμε: 

 

1
2 2 3 =  = + = ++−  = − , άρα 

1
3 = −  και  

 

2
B B 2 2 3 =  = − = − − − = −−  , άρα 

2
3 = −−   

 

Είναι ( ) 1
, 1 1

3 2


 =      =   =  και  

 

( )
22 2

2 2

1

1
3 3 9 6 9 1 6 1 10 3 7

2
 =  − = − =  − + =  − + = − = , άρα  

2

1 1
7 7 =   = . 

 

Επίσης ( )
22 2

2 2

1

1
3 3 6 9 1 6 9 10 3 13

2
 =  − = −−  =  + +  = + + = + = , άρα  

2

2 2
13 13 =   = . 

 

Αν φ  η γωνία των διαγώνιων του παραλληλογράμμου, τότε: 

 

1 2

1 2

3α β α 3βδ δ
συνφ

7 13δ δ

2 2
1

3 8 33α 9αβ αβ 3β 42

7 13 91 91
 

Παράδειγμα – Εφαρμογή  9 

Δίνονται τα σημεία A(2,1),  B( 1,0)−  και  (4,5) του επιπέδου xy.  

Να αποδειχθεί ότι αποτελούν κορυφές τριγώνου και να υπολογιστεί η γωνία Α 

του τριγώνου. 

 

Λύση 

 

Τα σημεία A, B,Γ  είναι κορυφές τριγώνου αν και μόνο αν δεν είναι συνευθειακά. 

 

Είναι AB ( 1 2,0 1) ( 3, 1),   AΓ (4 2,5 1) (2,4)= − − − = − − = − − = ,και επειδή  
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( )
3 1

det AB,AΓ 12 2 10 0 AB AΓ
2 4

− −
= = − + = −     τα σημεία A,B,Γ  δεν είναι 

συνευθειακά. 

 

Είναι 2 2AB AΓ ( 3, 1) (2,4) 6 4 10,   AB ( 3) ( 1) 10 = − −  = − − = − = − + − =  και 

2 2AΓ 2 4 20 2 5= + = = . 

 

AB AΓ 10 10 2 5 2ˆσυνΑ
2102 5 2 5 2 5AB AΓ

 − − −
= = = = = − , άρα 

π 3π
Α̂ π

4 4
= − =  

 

Παράδειγμα – Εφαρμογή  10 

Αν είναι ( ) 2
2, 3, ,

3


 =  =   =  και  να βρείτε τη γωνία ( ), =   . 

 

Λύση 

 

Είναι ( ) 2 1
, 2 3 6 3

3 2

 −
 =       =   = = − , άρα 3  = −    ( )1  

 

και ( ),
 

 =    =
  

           ( )2  

 

• ( )
( )1

2 23 2 3 2 3 2 2( 3) 12 6 6 = +   =  +  =  + − = − = , άρα 6  =       ( )3  

 

• ( )
( )

( )1
22 2

2 2 2

2
3 2 3 2 9 12 4 9 4 12( 3) 4 3 36 36 36 =  +  =  +  =  + +  =  + − +  = − +  ,  

 

άρα δ 6=       ( )4  

 

Από ( )2 , ( )3 , ( )4  έχουμε: 
6 1

6 2 2
 = =


, άρα ( ),

3


 =   =  

 

Παράδειγμα – Εφαρμογή  11 
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Αν είναι  1,  β 1, 3 = =  =  και ( ) ( ) ( )
2

, , ,
3


  =   =   = , να βρείτε τη γωνία των 

διανυσμάτων  +  +   και 2 . − −   

 

Λύση 

 

Αν θ̂ η ζητούμενη γωνία, τότε 
( ) ( )α β γ 2α β γ

ˆσυνθ
α β γ 2α β γ

+ +  − −
=

+ + − −
 

 

Είναι ( ) 2 1
, 1 1

3 2


 =      =   = − , άρα 

1

2
 = −        και 

 

 

( ) 2 3
, 1 3

3 2


        = =   = − , άρα 

3

2
   = −    και 

 

 

( ) 2 3
, 1 3

3 2


  =      =   = − , άρα 

3

2
   = −  

 

 

• ( ) 2 2 2(2 ) 2 2 2++  −−  =  −− + − − +  − −  =  

 

2 2 2 1 3 3
2 2 2 1 2 9 8 2 3 7

2 2 2
=  ++ − −  −  = − − − + − = − − + = −

 
 

Άρα ( )( )2 7++  −−  = −                ( )1  

 

( )
2

2 2 2 2 1 3 3
 ( ) 2 1 1 9 2

2 2 2

 
 ++  =  ++  =  + +  + + +  = + + + − − − = 

 
 

 

7
11 2 4

2

 
= + − = 

 
, άρα 

2

4 2++  =  ++  =               ( )2  

 

( ) ( )
22

2 2 22 2 4 4 2 4−−  = −−  =  + +  + − +  −  =  

 

4 6 12
4 1 9 14 5 19

2 2 2

 
= + + + − + = + = 

 
, άρα 

2

2 19 2 19−−  =  −−  =      ( )3  
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Επομένως 
( ) ( )α β γ 2α β γ 7 7 19ˆσυνθ

38α β γ 2α β γ 2 19

+ +  − − −
= = = −

+ + − −
 

Άσκηση  113 Δίνονται τα σημεία −A(2,1),  B( 1,0)  και  (4,5) του επιπέδου xy  

Να αποδειχθεί ότι αποτελούν κορυφές τριγώνου και να υπολογιστεί η γωνία Α 

του τριγώνου. 

Άσκηση  114 Αν είναι ( ) 
 =  =   =

2
2, 3, ,

3
 και 2 3 =  +   να βρείτε τη γωνία 

( ) =  , . 

Άσκηση  115 Αν είναι  1,  β 1, 3 = =  =  και ( ) ( ) ( )
2

, , ,
3


  =   =   = , να βρείτε 

τη γωνία των διανυσμάτων =  ++ u  και =  −− v 2  

Άσκηση  116 Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ με = +2  και  =− 2   

Αν   = =1,  β 1  και ( ) 
  =,

3
 να υπολογίσετε τα μήκη των διαγώνιων του και 

το συνημίτονο της οξείας γωνίας τους. 

Άσκηση  117 Να βρείτε την τιμή του   ώστε η γωνία των διανυσμάτων 

( )1, , ( ,3) = −  =   να είναι  
2

3



 

ΚΑΤΗΓΟΡΙΑ  6Η:  Επίλυση ανισοτήτων με την βοήθεια των σχέσεων: 

        

        −  +  +  

 

Άσκηση  118 Να δείξετε ότι 5 3 x 4 x 5,x−   +     
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Άσκηση  119  Aν για τους πραγματικούς αριθμούς  x,y ισχύει η σχέση  

2 2x y 10+ =  δείξετε ότι 3x y 10+  . Πότε ισχύει η ισότητα ; 

 

Άσκηση  120 Να δείξετε ότι ( ) ( ) ( )
2 2 22x y 2 1 x 5 y 10+ − + − + −   

 

Άσκηση  121  Να βρείτε την ελάχιστη τιμή της συνάρτησης 

( ) 2 2f x x 2x 5 x 8x 22= − + + − +  

 

Γενικές  Ασκήσεις – Τράπεζα Θεμάτων 

 

Άσκηση  122   Δίνονται τα διανύσματα α,β  με ( ),
3


  =  και 2, 2 2 =  = ,. 

α) Να βρείτε το εσωτερικό γινόμενο α β .                  

β) Αν τα διανύσματα 2α β+  και κα β+  είναι κάθετα, να βρείτε την τιμή του κ. 

γ) Να βρείτε το μέτρο του διανύσματος 2α β+ .                

             

  Άσκηση  123  Σε τρίγωνο ΑΒΓ είναι: ( ) ( )AB 4, 6 , A 2, 8 .= − −  = −   

α) Να βρείτε τις συντεταγμένες του διανύσματος  ,όπου ΑΜ είναι η διάμεσος 

     του τριγώνου ΑΒΓ.          

β) Να αποδείξετε ότι η γωνία ̂  είναι οξεία.                      

γ) Αν στο τρίγωνο ΑΒΓ επιπλέον ισχύει Α(3,1), να βρείτε τις συντεταγμένες των 

κορυφών  του Β και Γ.         

   

Άσκηση  124. Έστω τα διανύσματα α,β  για τα οποία ισχύει: 2 2 2 =  =  και 

( )α , β 60=  . 

α) Να αποδείξετε ότι α β 2 =           
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β) Να υπολογίσετε τα μέτρα των διανυσμάτων α β+  και  α β−    

 

Άσκηση  125. Δίνονται τα διανύσματα ( )2κ 6κ 9, κ 3 = − + −  και ( )1,6 =  , όπου 

κ .     

α) Να βρείτε το εσωτερικό γινόμενο  .        

β) Να βρείτε τις τιμές του κ , ώστε τα διανύσματα  και    να είναι κάθετα.                                         

γ) Για κ =1  να βρείτε το διάνυσμα    .       

   

Άσκηση  126.Δίνονται τα διανύσματα  α,β  με β 2 α 4= = και α β 8 = − . 

α) Να υπολογίσετε τη γωνία ( )α , β .        

β) Να αποδείξετε ότι β 2α 0+ = .        

              

Άσκηση  127. Έστω α  και β  δύο  διανύσματα με α 2, β 2= =  και 
5π

(α, β)
6

=  .  

Αν u α 2β= + . 

α) Να υπολογίσετε τα εσωτερικά γινόμενα α β  και β u  .     

β) Να βρείτε το μέτρο του διανύσματος u  .  

 

Άσκηση  128. Έστω α,β  δύο διανύσματα του επιπέδου για τα οποία ισχύουν:

3 α β 9, 2 α β 1+ = − =  και ( ) π
α , β

3
= . 

α) Να βρείτε τα μέτρα των διανυσμάτων α,β  και το εσωτερικό γινόμενο α β . 

β) Να υπολογίσετε το μέτρο του διανύσματος u 2α 3β= − .     

 

Άσκηση  129. Δίνονται τα διανύσματα α,β  με  α 1= , β 2=  και ( ) π
α , β

3
= . Να υπο-

λογίσετε τα εξής: 
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α) το εσωτερικό γινόμενό των διανυσμάτων α  και β  , και  κατόπιν την τιμή της 

παράστασης: ( )2α α 2β+                   

β) Το συνημίτονο της γωνίας των διανυσμάτων α 2 β−   και β 2 α+  .           

  

Άσκηση  130. Δίνονται τα διανύσματα α ( 1, 3)= −  και β ( 3, 3)= . Να υπολογίσετε: 

α) τη γωνία ( )α , β            

β) το διάνυσμα ( )
2

2u α β αβ α=  −           

Άσκηση  131. Δίνονται τα διανύσματα α ( 1,3)= −  και 
1

β 2,
2

 
= − − 
 

 

α) Να βρείτε τις συντεταγμένες του διανύσματος u α 2β= −      

β) Να βρείτε τον θετικό αριθμό x για τον οποίο τα διανύσματα  u  και ( )2ν x , x 1= −  

είναι κάθετα.           

    

Άσκηση  132. Δίνονται τα διανύσματα α,β  και u α 2β,  v 5α 4β= + = −  για τα οποία 

ισχύουν: u v⊥  και α β 1= = . 

α) Να αποδείξετε ότι 
1

α β
2

 = .         

β) Να αποδείξετε ότι τα διανύσματα u 3v−  και α β−  είναι αντίρροπα και ότι 

u 3v 14− = . 

Άσκηση  133. Έστω δυο διανύσματα α,β  για τα οποία ισχύουν: 
1

β ,1
7

 
=  
 

 και 

( )α 7β μ 2,7 2μ , μ+ = + −  . 

α) Να γράψετε το διάνυσμα α ως συνάρτηση του μ.        

β) Αν μ=2, τότε:  

    i. να αποδείξετε ότι ( )α 3, 4= −  και ότι το α είναι κάθετο στο α 7β+ .   

    ii. να βρείτε τη γωνία των διανυσμάτων α,β       
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 Άσκηση  134. Έστω ( )α 2, 3= −  και ( )β 5,1= −  δύο διανύσματα. 

α) Να βρείτε το α.β  και να απλοποιήσετε την παράσταση 
α β

α β

+

− 
.    

β) Να βρείτε το μέτρο του διανύσματος 2α 3β− .     

              

Άσκηση 135.  

α) Να αποδείξετε ότι για οποιαδήποτε διανύσματα α,β ισχύει: 

2 2 22
α β α β 2 α 2 β+ + − = + .          

β) Δίνεται ρόμβος ΑΒΓΔ με πλευρά ίση με τη μονάδα και α, β =  = . Αν η δια-

γώνιος του ΑΓ έχει μήκος 3 , να βρείτε το μήκος της διαγώνιου ΒΔ.  

              

Άσκηση  136. Δίνονται τα διανύσματα O (4, 2) = − και O (1, 2) = , όπου Ο είναι η 

αρχή των αξόνων.  

α) Να αποδείξετε ότι τα διανύσματα και Oείναι κάθετα.    

β) Αν Γ (α, β) είναι σημείο της ευθείας που διέρχεται από τα σημεία Α και Β , τότε: 

 i) να αποδείξετε ότι: ( 3, 4) = − και (α 4,β 2) = − +                              

 ii) να αποδείξετε ότι: 4α + 3β = 10         

iii) αν επιπλέον τα διανύσματα και    είναι κάθετα, να βρείτε τις συντεταγ-

μένες του σημείου Γ .         

              

 Άσκηση  137. Δίνονται τα διανύσματα α,β  και γ  για τα οποία ισχύουν: 

( )| α | 2,| β | 1, α ,β 60= = =  , και 
κ

γ α β
2

=  −  , όπου κ    . 

α) Να υπολογίσετε το εσωτερικό γινόμενο α β        

β) Αν ισχύει β γ  κ =  , τότε: 

     i)   να αποδείξετε ότι: κ = −2                                                                                         

     ii)  να υπολογίσετε το μέτρο του διανύσματος  γ        



2o   Γ.Ε. Λ    Ηρακλείου                                                                                            Ανδρέας   Παντερής     MSc 

 

Εργασία 3η : Εσωτερικό  γινόμενο Σελίδα 52 
 

     iii)  να αποδείξετε ότι τα διανύσματα  3α 2γ+  και β  γ−  είναι κάθετα.    

 

Άσκηση  138. 

 α) Να εξετάσετε πότε ισχύει καθεμιά από τις ισότητες:  

| u v | |u |  |v |+ = +  και  | u v | |u |  |v |+ = −  .   

β) Δίνονται τα διανύσματα  α,β, γ , για τα οποία ισχύουν:  

α β γ 0+ + =  και 
βα γ

3 4 7
= =   

     i)  Να αποδείξετε ότι: α β      και    β γ                                 

   

    ii) Να αποδείξετε ότι: 7α 3γ 0+ =         

               

 Άσκηση  139.Δίνονται τα διανύσματα α,β  με α 1= , ( )α 2β β 7+  =  και α β 1 = − . 

α) Να υπολογίσετε τα 2α  και β .         

β) Να υπολογίσετε το μέτρο του διανύσματος α 2β+ .     

  

Άσκηση  140.Δίνονται τα διανύσματα α,β  με α 2 β 2= =  και ( )α,β 120= . 

α) Να αποδείξετε ότι: α 3β 0−           

   β) Να βρείτε διάνυσμα x , τέτοιο ώστε ( )x α 3β−  και  ( )α β x⊥ −    

 

 

Άσκηση  141.  
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Άσκηση  142. 

 
 

Άσκηση  143. 

 
 

Άσκηση  144. 

 
 

Άσκηση  145. 

 
 

Άσκηση  146. 
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Άσκηση  147. 

 
Άσκηση  148. 

 
 

Άσκηση  149. 

 
Άσκηση  150. 

 
 

Άσκηση  151. 
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Άσκηση  152. 

 
 

Άσκηση  153. 

 
 

Άσκηση  154. 

 
 

Άσκηση  155. 
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Άσκηση  156. 

 
Άσκηση  157. 

  
Άσκηση  158. 

 
Άσκηση  159. 

  
 

Άσκηση  160. 
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Άσκηση  161. 

 
Άσκηση  162. 

 
 

Άσκηση  163. 

 
Άσκηση  164. 
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Άσκηση  165. 

 
 

Άσκηση  166. 

 
 

Άσκηση  167. 

 

 
 

Άσκηση  168. 
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Άσκηση  169. 

 
 

Άσκηση  170. 

 
 

Άσκηση  171. 
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Άσκηση  172. 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    
 


