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1.5  Εζωηερικό Γινόμενο Διανυζμάηων 

 

1. ΘΕΜΑ_2_22040 

Γίλεηαη ην δηάλπζκα  α 4,3 .   

 α)  Να βξείηε έλα δηάλπζκα β  πνπ λα είλαη θάζεην ζην α . 

 β)  Να βξείηε έλα δηάλπζκα  γ   πνπ λα είλαη θάζεην ζην  α  θαη λα έρεη κέηξν 1.  

 

2. ΘΕΜΑ_2_21682 

Έζηω α, β  δπν δηαλύζκαηα γηα ηα νπνία ηζρύεη   α β 5, 10   
 
 θαη   α β 11,2 .   

 α)  Να απνδείμεηε όηη  α 3, 4   θαη λα βξείηε ην δηάλπζκα β . 

 β)  Να απνδείμεηε όηη α β  θαη β 2 α . 

 

3. ΘΕΜΑ_2_20773 

Γίλνληαη ηα δηαλύζκαηα  α 1, 2 
 
θαη   β 2,3 .  

 α)  Να βξείηε ην δηάλπζκα  u 2α β  .    

 β)  Αλ  u 4, 1   λα βξείηε ηελ ηηκή ηνπ θ R  ώζηε ην δηάλπζκα u  λα είλαη θάζεην ζην δηάλπζκα 

 v 1,  . 
 

 γ)  Γηα 4   λα ππνινγίζεηε ην κέηξν ηνπ δηαλύζκαηνο v  ηνπ πξνεγνύκελνπ εξωηήκαηνο. 

 

4. ΘΕΜΑ_2_20733 

Γίλνληαη ηα κε κεδεληθά δηαλύζκαηα α, β  κε  α β  θαη ΑΒ α β    θαη  ΑΓ α β.   

 α)  Να εθθξάζεηε ην δηάλπζκα  ζπλαξηήζεη ηνπ δηαλύζκαηνο β . 

 β)  Να ππνινγίζεηε ην εζωηεξηθό γηλόκελν .  

 γ)  Να αηηηνινγήζεηε γηαηί ηα δηαλύζκαηα    θαη    είλαη θάζεηα. 

 

5. ΘΕΜΑ_2_20732 

Γίλνληαη ηα δηαλύζκαηα   α 2,1  θαη   β 8, 4 .    

 α)  Να δείμεηε όηη ηα δηάλπζκαηα α, β  είλαη αληίξξνπα θαη όηη β 4 α .  

 β)  Να βξείηε ηε γωλία πνπ ζρεκαηίδνπλ ηα δηαλύζκαηα α, β  θαη λα δηθαηνινγήζεηε ηελ απάληεζή ζαο. 

 γ)  Να δείμεηε όηη α β 0.   
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6. ΘΕΜΑ_2_15252 

Γίλνληαη ηα δηαλύζκαηα  ΑΒ 2,1  θαη  ΑΓ 3, 1  .  

 α)  Να δείμεηε όηη  ΒΓ 1, 2  .  

 β)  Να δείμεηε όηη ην ηξίγωλν ΑΒΓ είλαη νξζνγώλην θαη ηζνζθειέο κε ππνηείλνπζα ηελ ΑΓ.  

 γ)  Να βξείηε ην εκβαδόλ ηνπ ηξηγώλνπ ΑΒΓ.  

 

7. ΘΕΜΑ_2_15852 

Γίλνληαη ηα δηαλύζκαηα    α 3,2 , β 2,1 .      

Να ππνινγίζεηε: 

 α)  ην δηάλπζκα  v 2α 3β,   

 β)  ην εζωηεξηθό γηλόκελν α β  θαη ην κέηξν ηνπ δηαλύζκαηνο α , 

 γ)  ην εζωηεξηθό γηλόκελν α v,  

 

8. ΘΕΜΑ_2_22554 

Σην θαξηεζηαλό επίπεδν Oxy, κε κνλαδηαία δηαλύζκαηα ηωλ αμόλωλ x x, y y   ηα i , j  αληίζηνηρα, ηα ζεκεία 

A θαη B έρνπλ δηαλύζκαηα ζέζεωο OA 3i 2 j   θαη  OB 6i j.    Έζηω M έλα ζεκείν ηέηνην ώζηε

 
1

OM 2OA OB .
5

         

 α)  Να απνδείμεηε όηη: 

  i.  3i 3 j ,         ii.   OM j .  

 β)  Να βξείηε ην εζωηεξηθό γηλόκελν  AB OM .                                                          

 

9. ΘΕΜΑ_2_22170 

Γίλνληαη ηα δηαλύζκαηα  
1

α 1,3 , β 2,
2

 
     

 
  θαη  2 v x , x 1   . 

 α)  Να βξείηε ηηο ζπληεηαγκέλεο ηνπ δηαλύζκαηνο u α 2β  .                

 β)  Να βξείηε ηνπο αξηζκνύο x γηα ηνπο νπνίνπο ηα δηαλύζκαηα u  = (3,4)  θαη  v   είλαη θάζεηα.                                                                                                                                    

 γ)  Να βξείηε ηνπο αξηζκνύο x γηα ηνπο νπνίνπο ηα δηαλύζκαηα v  θαη β  είλαη ζπγγξακκηθά; 

 

 10. ΘΕΜΑ_2_14586 

Γίλνληαη ηα ζεκεία      A 1,2 , B 3,4 θαη Γ 5, 2 .  

 α)  Να βξείηε ηηο ζπληεηαγκέλεο ηωλ δηαλπζκάηωλ AB,    AΓ   θαη λα απνδείμεηε όηη ε γωλία Α̂  είλαη νξζή. 

 β)  Αλ Μ είλαη ην κέζν ηνπ ΒΓ, λα βξείηε ηα κέηξα ηωλ ΑΜ  θαη  ΒΓ .  

 γ)  Να γξαθεί ην ΒΓ  ωο γξακκηθόο ζπλδπαζκόο ηωλ ΑΓ  θαη ΑΜ .   



 

 

 

 

3 

Τ
ξ
ά

π
εδα

 Θ
εκ

ά
ηω

λ
 ην

π
 Ιλ

ζ
ηηην

ύ
ην

π
 Δ

θ
π
α

ηδ
επ

ηηθ
ή

ο Π
ν
ι
ηηηθ

ή
ο 

 s
 c

 h
 o

 o
 l

 s
 .
 p

 a
 t

 a
 k

 i
 s

 .
 g

 r
 

Μ
α

ζ
ε

κ
α

ηηθ
ά

 Π
ξ
ν
ζ

α
λα

ην
ι
ηζ

κ
ν

ύ
 Β

΄ Λ
π
θ
είν

π
 

 

11. ΘΕΜΑ_2_20888 

Γίλνληαη ηα δηαλύζκαηα α , β  θαη γ , γηα ηα νπνία ηζρύνπλ:   2π
α 4, β 5, α,β

3
      θαη  γ 2α 3β.   

Να ππνινγίζεηε: 

 α)  ην εζωηεξηθό γηλόκελν α β.                                                     

 β)  ην κέηξν ηνπ δηαλύζκαηνο γ .                                                    

 

12. ΘΕΜΑ_2_20685 

Γίλνληαη ηα δηαλύζκαηα  u 1,1 ,  w 10,2   θαη ηα ζεκεία  Α 1,2 ,  Β β,0 ,  Γ 0, γ . Τα δηαλύζκαηα 

u , ΑΒ  είλαη θάζεηα θαη ην δηάλπζκα w  είλαη παξάιιειν ζην δηάλπζκα ΑΓ .  

 α)  Να βξείηε ηηο ζπληεηαγκέλεο ηνπ δηαλύζκαηνο ΑΒ  θαη λα απνδείμεηε όηη β 1 .  

 β)  Να βξείηε ηηο ζπληεηαγκέλεο ηνπ δηαλύζκαηνο ΑΓ  θαη λα απνδείμεηε όηη 
9

γ
5

 .  

 γ)  Να ππνινγίζεηε ην εζωηεξηθό γηλόκελν ΑΒ ΑΓ .                   

 

13. ΘΕΜΑ_2_15186 

Γίλνληαη ηα ζεκεία  Α 2,1 ,  B 6,3 ,  Γ 1, 2  θαη  Γ 9,2 .  Να απνδείμεηε όηη: 

 α)  Tν κέζν  Μ  ηνπ ηκήκαηνο  ΑΒ  έρεη ζπληεηαγκέλεο  4,2  θαη ην κέζν   ηνπ ηκήκαηνο   έρεη 

ζπληεηαγκέλεο  5,0 . 

 β)   1, 2    θαη  ΓΓ 8,4 . 

 γ)  ΜΝ ΓΓ  

 

14. ΘΕΜΑ_2_15996 

Γίλνληαη ηα ζεκεία      Α 6, 1 ,  Β 8,7 ,  Γ 10,6   ,  ηα νπνία νξίδνπλ ηξίγωλν  . 

 

 α)  Να βξείηε ηηο ζπληεηαγκέλεο ηωλ δηαλπζκάηωλ ΑΒ,  ΒΓ  θαη ηνπ αζξνίζκαηνο ηνπο ΑΒ ΒΓ . 

 β)  Έλαο καζεηήο βιέπνληαο ην ηξίγωλν   ηζρπξίζηεθε όηη είλαη νξζνγώλην. Να ειέγμεηε ηελ αιήζεηα 

ηνπ ηζρπξηζκνύ. 
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15. ΘΕΜΑ_2_17075 

Σην παξαθάηω ζρήκα δίλνληαη ηα δηαλύζκαηα ΑΒ  θαη ΑΓ  ηνπ θαξηεζηαλνύ επηπέδνπ Oxy . 

 α)  Να απνδείμεηε όηη  ΑΒ 4 , 3    θαη   AΓ 0 , 2  .                                         

 β)  Να ππνινγίζεηε ην εζωηεξηθό γηλόκελν ηωλ δηαλπζκάηωλ ΑΒ  θαη AΓ  .           

 

 

 

16. ΘΕΜΑ_2_16428 

Γίλνληαη ηα δηαλύζκαηα κε: 
3

α ,
2

  
1

β
2

  θαη  3α 2β α 2β .    

 α)  Να απνδείμεηε όηη: 
3

α β .
8

                                                             

 β)  Να ππνινγίζεηε ηε γωλία ηωλ δηαλπζκάηωλ  α  θαη β .                  

                                                                                                                         

17. ΘΕΜΑ_2_16427 

Γίλνληαη ηα ζεκεία      Α 2,3 , Β 0,8 , Γ 5,3  θαη   Γ 10,5 .  Να ππνινγίζεηε:  

 α)  ην εζωηεξηθό γηλόκελν ΑΒ .                                                                    

 β)  ηε γωλία πνπ ζρεκαηίδεη ην δηάλπζκα u ΑΒ ΓΓ   κε ηνλ άμνλα x x.  

                                                                                                                              

18. ΘΕΜΑ_2_16426 

Γίλνληαη ηα δηαλύζκαηα  α 2, 1   θαη   β 3,2 .   

 α)  Να ππνινγίζεηε ην γηλόκελν  α 2α β .                                             

 β)  Να βξείηε ην δηάλπζκα  γ x, y   όηαλ  γ α   θαη  γ 5.         

 

19. ΘΕΜΑ_2_15317 

Γίλνληαη ηα δηαλύζκαηα  v 3,0  θαη  w 3,4  . 

α) Να δείμεηε όηη ηα δηαλύζκαηα δελ είλαη παξάιιεια. 

 β)  i.  Σην παξαθάηω ζύζηεκα ζπληεηαγκέλωλ λα ζρεδηάζεηε ηα δηαλύζκαηα v  θαη w . 
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 ii.  Να πξνζδηνξίζεηε ην είδνο ηεο γωλίαο  ζ  πνπ ζρεκαηίδνπλ ηα δηαλύζκαηα.  

 

20. ΘΕΜΑ_2_14953 

Θεωξνύκε ηξίγωλν ΑΒΓ κε      Α  2, 5 , Β 7, 8 , Γ 1,  4  . 

 α)  Να βξείηε ηηο ζπληεηαγκέλεο ηωλ δηαλπζκάηωλ ΑΒ  θαη ΑΓ . 

 β)  Να ππνινγίζεηε ην εζωηεξηθό γηλόκελν ΑΒ ΑΓ . 

 γ)  Να βξείηε, ζε κνίξεο, ηε γωλία ΒΑ̂Γ . 

 

21. ΘΕΜΑ_2_16144 

Γίλεηαη ξόκβνο  ΑΒΓΓ  κε θέληξν  Ο ,  πιεπξά  4  θαη  Â 60 .    

Να ππνινγίζεηε ηα εζωηεξηθά γηλόκελα: 

 α) ΑΒ ΑΓ   β) ΑΓ ΒΓ   γ) ΟΓ ΑΟ    

 δ) ΟΓ ΟΒ     ε) ΑΓ ΓΓ  

 

 

 

22. ΘΕΜΑ_2_16141 

Γίλεηαη ηζόπιεπξν ηξίγωλν ΑΒΓ πιεπξάο 10 θαη ην κέζν Μ ηεο πιεπξάο 

ΒΓ. 

 α)  Να βξεζνύλ ηα κέηξα ηωλ γωληώλ: 

i.  ΑΒ,  ΑΓ    ii.  ΑΜ,  ΒΓ      iii.  ΑΜ,  ΓΑ   

iv.  ΒΜ,  ΓΜ   v.  ΓΜ,  ΓΒ   

 β)  Να ππνινγηζηνύλ ηα εζωηεξηθά γηλόκελα: 

i. ΑΜ ΒΓ   ii. ΑΜ ΓΑ   iii. ΓΜ ΓΒ  
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23. ΘΕΜΑ_2_15825 

Θεωξνύκε ηα δηαλύζκαηα α, β  κε α 2  , β 4  ,   π
α,β

3
  θαη ην γ α β  . 

 α)  Να απνδείμεηε όηη α β 4  . 

 β)  Να απνδείμεηε όηη α γ 0  . 

 γ)  Να βξείηε ηε  α,γ .  

 

24. ΘΕΜΑ_2_15379 

Γίλνληαη ηα δηαλύζκαηα    α 1,3 ,  β 3, 1   . Να ππνινγίζεηε: 

 α)  ην εζωηεξηθό γηλόκελν  α β  θαη ηελ γωλία κεηαμύ ηωλ δύν δηαλπζκάηωλ α, β . 

 β)  ην δηάλπζκα γ 2α β   . 

 

25. ΘΕΜΑ_2_15463 

Γίλνληαη ηα δηαλύζκαηα  ΑΒ 2,1  θαη  ΑΓ 3, 1  .  

 α)  Να απνδείμεηε όηη  ΒΓ 1, 2  .  

 β)  Να απνδείμεηε όηη ΑΒ ΒΓ .  

 γ)  Να απνδείμεηε όηη ΑΒ ΒΓ .  

 

26. ΘΕΜΑ_2_15073 

Γίλνληαη ηα δηαλύζκαηα  α 1,2  θαη  β 2,3 . 

 α)  Να βξείηε ηηο ζπληεηαγκέλεο ηνπ δηαλύζκαηνο γ 2α β  . 

 β)  Να βξείηε ην κέηξν ηνπ δηαλύζκαηνο γ.  

 γ)  Να βξείηε ην εζωηεξηθό γηλόκελν α γ . 

 

27. ΘΕΜΑ_2_15038 

Θεωξνύκε δηαλύζκαηα α , β   ηέηνηα ώζηε α 3, β 4   θαη   π
α,β  

3
 . 

 α)  Να βξείηε ην εζωηεξηθό γηλόκελν ηωλ δηαλπζκάηωλ α , β . 

 β)  Να βξείηε ηα 2α  θαη 
2β . 

 γ)  Να απνδείμεηε όηη    3α β α 3β 15.     

 

28. ΘΕΜΑ_3_18243 

Θεωξνύκε ηα δηαλύζκαηα  α, β  κε α 2 , β 4  ,   π
α,β

3
  θαη ηα δηαλύζκαηα γ α β   θαη δ 2α β  . 
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 α)  Να βξείηε ην α β . 

 β)  Να βξείηε ην γ δ . 

 γ)  Να βξείηε ηα γ , δ . 

 δ)  Να βξείηε ηε γωλία  γ,δ . 

 

29. ΘΕΜΑ_4_22064 

 α)  Αλ ΑΒ,   ΑΓ,   ΑΓ   είλαη ηξία δηαλύζκαηα, ηόηε νη πνζόηεηεο ΑΒ ΑΓ   θαη ΑΒ ΑΓ : 

  i.  είλαη αξηζκνί ή δηαλύζκαηα;   ii. κπνξνύλ λα ζπγθξηζνύλ;  

 β)  Γηα ηα δηαλύζκαηα ηνπ ζρήκαηνο λα επηιέμεηε ηελ ζωζηή απάληεζε: 

  i.   ΑΒ ΑΓ ΑΒ ΑΓ   

  ii.  ΑΒ ΑΓ ΑΒ ΑΓ   

  iii.  ΑΒ ΑΓ ΑΒ ΑΓ   

 

  

γ)  Γηα ηα δηαλύζκαηα ηνπ παξαθάηω ζρήκαηνο (ε δηαθεθνκκέλε γξακκή είλαη ηκήκα θύθινπ κε θέληξν Α) 

λα επηιέμεηε ηελ ζωζηή απάληεζε: 

  i.   ΑΒ ΑΓ ΑΒ ΑΓ   

  ii.  ΑΒ ΑΓ ΑΒ ΑΓ   

  iii.  ΑΒ ΑΓ ΑΒ ΑΓ   

 

Σε όια ηα εξωηήκαηα, λα αηηηνινγήζεηε ηηο απαληήζεηο ζαο. 

 

30. ΘΕΜΑ_4_22063 

 α) Έζηω α,   β  δύν κε κεδεληθά δηαλύζκαηα. Να απνδείμεηε όηη: 

  i.  α β α β α β       ii.  α β α β α β      

 

 β)  Θεωξνύκε ηξία δηαλύζκαηα α,   β,   γ   γηα ηα νπνία ηζρύνπλ όηη: 

α β γ 0   ,      α 1 ,     β 2 ,      γ 1  

  Να απνδείμεηε όηη: 

  i.  α γ   ii. α β   iii. α γ   θαη   β 2α   

 

31. ΘΕΜΑ_4_18520 

 α)  Να απνδεηρζεί όηη γηα όια ηα δηαλύζκαηα α, β  ηζρύεη:   
2 2 22

α β α 2 1β α 2 β     . 
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 β)  Γίλεηαη ην παξαιιειόγξακκν   κε ΟΑ α  θαη  ΟΒ β.  

  i.  Να ζρεδηάζεηε ηα δηαλύζκαηα α β   θαη  α β . 

  ii.  Να δώζεηε ηε γεωκεηξηθή εξκελεία ηεο ηζόηεηαο (1). 

 γ)  Έλα ζώκα ζύξεηαη πάλω ζε ιείν επίπεδν από δύν αλζξώπνπο, νη νπνίνη 

εμαζθνύλ πάλω ζε απηό δπλάκεηο 1 2F   θαη  F  αληίζηνηρα, όπωο θαίλεηαη 

ζην παξαθάηω ζρήκα. Οη δπλάκεηο έρνπλ ίζα κέηξα 10 N (Newton)  θαη 

ε γωλία πνπ ζρεκαηίδνπλ είλαη 60 . Να ζρεδηάζεηε ηελ ζπληζηακέλε 

δύλακε F  θαη λα βξείηε ην κέηξν ηεο.  

 

32. ΘΕΜΑ_4_15320 

Γίλεηαη παξαιιειόγξακκν   κε ΟΑ α  θαη ΟΒ β , όπνπ α  θαη β  είλαη κε κεδεληθά δηαλύζκαηα. 

 α)  Να δείμεηε όηη: 

  i.  
2 22

ΟΓ α 2α β β     

  ii.  
2 22

ΑΒ α 2α β β     

 β)  Αλ ΟΓ ΑΒ , λα δείμεηε όηη ην  ΟΑΓΒ  είλαη νξζνγώλην. 

  

33. ΘΕΜΑ_4_18547 

Γίλνληαη ηα ζεκεία    Α 0, 1 , Β ι,1  θαη   Γ ι 2,ι 3 ,   όπνπ ι .  

 α)  Να βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ ι  ώζηε : 

  i.  ηα ζεκεία Α, Β θαη Γ λα είλαη θνξπθέο ηξηγώλνπ.  

  ii.  ην ηξίγωλν ΑΒΓ λα είλαη νξζνγώλην κε νΑ̂ 90 .   

 β)  Γηα ι 2,   λα βξείηε: 

  i.  ην εζωηεξηθό γηλόκελν ΑΒ ΑΓ.   

  ii.  ην εκβαδόλ ηνπ ηξηγώλνπ ΑΒΓ.  

 

 

 

 

 


