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𝛂EE⃗ ∙ 𝛃EE⃗ = |𝛂EE⃗ | ∙ I𝛃EE⃗ I ∙ 𝛔𝛖𝛎|𝛂EE⃗ 	, 𝛃EE⃗ }	

𝛂EE⃗ ∙ 𝛃EE⃗ = 𝐱𝟏 ∙ 𝐱𝟐 + 𝐲𝟏 ∙ 𝐲𝟐	

																																																																																														

	

	

	

	

	

Ορισµός		Εσωτερικού		Γινοµένου		

∎	Ονοµάζουµε	εσωτερικό	γινόµενο	δύο	µη	µηδενικών	διανυσµάτων		αEE⃗ 	και	βE⃗ 																																								
και	το	συµβολίζουµε	µε	αEE⃗ ∙ βE⃗ 		τον	πραγµατικό	αριθµό	:	

	

	

∎	Αν		αEE⃗ = 0E⃗ 		ή		βE⃗ = 0E⃗ 		τότε	ορίζουµε		αEE⃗ ∙ βE⃗ = 0			

	

−	Άµεσες	συνέπειες	του	ορισµού	:																																																																																																																																																											
α)			𝛂EE⃗ ∙ 𝛃EE⃗ = 	𝛃EE⃗ ∙ 𝛂EE⃗ 																																																																																																																																																																																															
β)		𝛂EE⃗ ⊥ 𝛃EE⃗ 	⇔ 	𝛂EE⃗ ∙ 𝛃EE⃗ = 𝟎																																																																																																																																																																																				
γ)		𝛂EE⃗ ↑↑ 𝛃EE⃗ 	⇔ 	𝛂EE⃗ ∙ 𝛃EE⃗ = |𝛂EE⃗ | ∙ I𝛃EE⃗ I																																																																																																																																																																							
δ)			𝛂EE⃗ ↑↓ 𝛃EE⃗ 	⇔ 	𝛂EE⃗ ∙ 𝛃EE⃗ = −|𝛂EE⃗ | ∙ I𝛃EE⃗ I																																																																																																																																																																		
ε)		𝛂EE⃗ 𝟐 = |𝛂EE⃗ |𝟐			αφού			αEE⃗ " = αEE⃗ ∙ αEE⃗ = |αEE⃗ | ∙ |αEE⃗ | ∙ συν(αEE⃗ 	, αEE⃗ ) = |αEE⃗ |" ∙ 1 = |αEE⃗ |"															

	

	

Αναλυτική		Έκφραση		Εσωτερικού		Γινοµένου		

∎	Θεωρούµε	τα	διανύσµατα			αEE⃗ = (x!	, y!)		και			βE⃗ = (x"	, y")	,	τότε	:			

	

																																																																																									

	

	

	

	

	

	

	

	

		5.		Εσωτερικό		Γινόμενο		Διανυσμάτων	
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Ιδιότητες		Εσωτερικού		Γινοµένου		

α)			(𝛌𝛂EE⃗ ) ∙ 𝛃EE⃗ = 𝛂EE⃗ ∙ |𝛌𝛃EE⃗ } = 𝛌|𝛂EE⃗ ∙ 𝛃EE⃗ }	

Έστω	τα	διανύσµατα		αEE⃗ = (x!	, y!)		και			βE⃗ = (x"	, y")	,	τότε	:																																																																																																									
(λαEE⃗ ) ∙ βE⃗ = (λx!	, λy!) ∙ (x"	, y") = (λx!)x" + (λy!)y" = λ(x!x" + y!y") = λ|αEE⃗ ∙ βE⃗ }																																																																				
αEE⃗ ∙ |λβE⃗ } = (x!	, y!) ∙ (λx"	, λy") = x!(λx") + y!(λy") = λ(x!x" + y!y") = λ|αEE⃗ ∙ βE⃗ }																																																																			
Άρα				(λαEE⃗ ) ∙ βE⃗ = αEE⃗ ∙ |λβE⃗ } = λ|αEE⃗ ∙ βE⃗ }				

	

β)				𝛂EE⃗ ∙ |𝛃EE⃗ + 𝛄EE⃗ } = 𝛂EE⃗ ∙ 𝛃EE⃗ + 𝛂EE⃗ ∙ 𝛄EE⃗ 			

Έστω	τα	διανύσµατα		αEE⃗ = (x!	, y!)	, βE⃗ = (x"	, y")		και		γE⃗ = (x#	, y#)	,	τότε	:																																																																																	
αEE⃗ ∙ |βE⃗ + γE⃗ } = (x!	, y!) ∙ (x" + x#	, y" + y#) = x! ∙ (x" + x#) +	y! ∙ (y" + y#) =																																																																														
(x!x" + x!x#) + (y!y" + y!y#) = (x!x" + y!y") + (x!x# + y!y#) = αEE⃗ ∙ βE⃗ + αEE⃗ ∙ γE⃗ 														

	

γ)				𝛂EE⃗ ⊥ 𝛃EE⃗ 	⇔ 	𝛌𝛂**⃗ ∙ 𝛌𝛃**⃗ = −𝟏	

Έστω	τα	διανύσµατα		αEE⃗ = (x!	, y!)		και			βE⃗ = (x"	, y")	,	τότε	:																																																																																																												
αEE⃗ ⊥ βE⃗ 	⇔ 	αEE⃗ ∙ βE⃗ = 0	 ⇔ (x!	, y!) ∙ (x"	, y") = 0 ⇔ x! ∙ x" + y! ∙ y" = 0 ⇔ y! ∙ y" = −x! ∙ x"																																																		
⇔	
@#
>#

∙
@$
>$
		= −1 ⇔	λ)**⃗ ∙ λ/**⃗ = −1	.	
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Ασκήσεις	
	

	

	

	

Εύρεση		Εσωτερικού		Γινοµένου	

5.1	Αν	για	τα	διανύσµατα		αEE⃗ 	, βE⃗ 		ισχύουν		|αEE⃗ | = 3	, IβE⃗ I = 4		και		 iαEE⃗ 	, βE⃗j k = 60°	,																																								
τότε	να	υπολογίσετε	:																																																																																																																																																						
α)		αEE⃗ ∙ βE⃗ 																															β)		βE⃗ "																																										γ)	3αEE⃗ ∙ |−4βE⃗ }																																																																																																											
δ)	2αEE⃗ |3αEE⃗ − 4βE⃗ }																ε)	|2αEE⃗ − βE⃗ }|3αEE⃗ + 5βE⃗ }																																																																																																																																																																							

5.2	Αν	το	διάνυσµα		αEE⃗ 		είναι		µοναδιαίο	,	IβE⃗ I = 2		και		 iαEE⃗ 	, βE⃗j k =		
	-B	
+
																																																										

τότε	να	υπολογίσετε	:																																																																																																																																																								
α)		αEE⃗ ∙ βE⃗ 																				β)		|αEE⃗ − 2βE⃗ }|αEE⃗ − βE⃗ }																	γ)	|αEE⃗ − 3βE⃗ }

"
																																																																																																																																																																															

5.3	Αν	για	τα	διανύσµατα		αEE⃗ 	, βE⃗ 		ισχύουν		|αEE⃗ | = √2	, IβE⃗ I = 2√2		και		 iαEE⃗ 	, βE⃗j k =		
	B	
D
			,																														

τότε	να	υπολογίσετε	:																																																																																																																																																							
α)		αEE⃗ ∙ βE⃗ 													β)	αEE⃗ " +	βE⃗ "												γ)	|αEE⃗ + βE⃗ }

"
																δ)	|2αEE⃗ + 3βE⃗ }|4αEE⃗ − 5βE⃗ }																																																																																																																																																																																		

5.4	Αν	για	τα	διανύσµατα		αEE⃗ 	, βE⃗ 		ισχύουν		IβE⃗ I = √12	, αEE⃗ ∙ βE⃗ = −12		και		 iαEE⃗ 	, βE⃗j k = 150°																										
τότε	να	υπολογίσετε	:																																																																																																																																															
α)	το	µέτρο	του	διανύσµατος		αEE⃗ 																																																																																																																																																																	
β)	το	εσωτερικό	γινόµενο				|αEE⃗ + βE⃗ }|αEE⃗ − βE⃗ }													

5.5	Αν	για	τα	διανύσµατα		αEE⃗ 	, βE⃗ 		ισχύουν		|αEE⃗ | = 4	,	iαEE⃗ 	, βE⃗j k =	
	B	
+
			και		αEE⃗ ∙ |αEE⃗ + 2βE⃗ } = 28																						

τότε	να	υπολογίσετε	:																																																																																																																																																												
α)	το	εσωτερικό	γινόµενο				αEE⃗ ∙ βE⃗ 																																																																																																																																																														
β)	το	µέτρο	του	διανύσµατος		βE⃗ 																																																																																																																																																																
γ)		το	εσωτερικό	γινόµενο		|αEE⃗ − 2βE⃗ }|2αEE⃗ + βE⃗ }																																																																																																																																																																																																																																																																																																																																																																																																																																																										

5.6	Να	βρείτε	το	εσωτερικό	γινόµενο		αEE⃗ ∙ βE⃗ 			στις	παρακάτω	περιπτώσεις	:																																																																																										
α)	Αν	τα	διανύσµατα	είναι	οµόρροπα	και		|αEE⃗ | = 5	, IβE⃗ I = 6																																																																																																													
β)	Αν	τα	διανύσµατα	είναι	αντίρροπα	και		|αEE⃗ | = 8	, IβE⃗ I = 3																																																																																																																																																																																																																																																																																																																																																																																	

5.7	Αν	ισχύουν		αEE⃗ + βE⃗ + 2γE⃗ = 0	EEE⃗ 		και		|αEE⃗ | = 1	, IβE⃗ I = 2	, |γE⃗ | = 3																																																																	
τότε	να	βρεθεί	η	τιµή	της	παράστασης		Α = αEE⃗ ∙ βE⃗ + βE⃗ ∙ γE⃗ 							

5.8	Αν	ισχύουν		αEE⃗ + βE⃗ + γE⃗ = 0	EEE⃗ 		και		|αEE⃗ | = 1	, IβE⃗ I = 2	, |γE⃗ | = 3																																																																		
τότε	να	βρεθεί	η	τιµή	της	παράστασης	Α =	αEE⃗ ∙ βE⃗ + βE⃗ ∙ γE⃗ + γE⃗ ∙ αEE⃗ 							

5.9		Αν	ισχύουν		αEE⃗ + βE⃗ − 3γE⃗ = 0	EEE⃗ 		και		2|αEE⃗ | = IβE⃗ I = 4|γE⃗ | = 4																																																																				
τότε	να	βρεθεί	η	τιµή	της	παράστασης	Α = αEE⃗ ∙ βE⃗ + βE⃗ ∙ γE⃗ + γE⃗ ∙ αEE⃗ 							
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5.10		Δίνεται	ισόπλευρο	τρίγωνο	µε	πλευρά	ίση	µε		2	.	Αν		ΑΔ		το	ύψος	του	,																																						
να	υπολογίσετε	τα	εσωτερικά	γινόµενα		ΑΒEEEEE⃗ ∙ ΑΓEEEEE⃗ 		, ΑΒEEEEE⃗ ∙ ΒΓEEEE⃗ 		, ΑΔEEEEE⃗ ∙ ΑΓEEEEE⃗ 		και		ΑΓEEEEE⃗ ∙ ΔΒEEEEE⃗ 												

******************************************************************************************	

5.11	Αν	για	τα	διανύσµατα		αEE⃗ 	, βE⃗ 		ισχύουν		|αEE⃗ | = 3	, IβE⃗ I = 4		και		 iαEE⃗ 	, βE⃗j k =		
	B	
D
		τότε	:																																										

α)	Να	βρείτε	το	εσωτερικό	γινόµενο	αEE⃗ ∙ βE⃗ 																																																																																																																													
β)	Να	βρείτε	τα	αEE⃗ "	και		βE⃗ "																																																																																																																																																										
γ)	Να	αποδείξετε	ότι	|3αEE⃗ − βE⃗ }|αEE⃗ − 3βE⃗ } = 15											(2ο	Τράπεζα	Θεµάτων)	

5.12	Δίνεται	ρόµβος	ΑΒΓΔ	µε	κέντρο	Ο	,	πλευρά	4	και	Αh = 601.																																																																
Να	υπολογίσετε	τα	γινόµενα	:																																																																																																																													
α)	ΑΒEEEEE⃗ ∙ ΑΔEEEEE⃗ 							β)	ΑΔEEEEE⃗ ∙ ΒΓEEEE⃗ 					γ)	ΟΔEEEEE⃗ ∙ ΑΟEEEEE⃗ 						δ)	ΟΔEEEEE⃗ ∙ ΟΒEEEEE⃗ 					ε)	ΑΔEEEEE⃗ ∙ ΓΔEEEE⃗ 					(2ο	Τράπεζα	Θεµάτων)			

	

Κάθετα		Διανύσµατα	–	Εύρεση		Μέτρου		Διανύσµατος	

5.13	Αν	|αEE⃗ | = 3	,	IβE⃗ I = 6	,	να	βρείτε	το	λ	ώστε	τα	διανύσµατα																																																																									
vE⃗ = 3αEE⃗ + λβE⃗ 		και		uE⃗ = 3αEE⃗ − λβE⃗ 		να	είναι	κάθετα	.	

5.14	Αν	για	τα	διανύσµατα		αEE⃗ 	, βE⃗ 		ισχύουν		|αEE⃗ | = 1	, IβE⃗ I = 2	, iαEE⃗ 	, βE⃗j k =	
	-B	
+
				.																																																																																																																						

Να	βρείτε	την	τιµή	του	πραγµατικού	αριθµού	λ		ώστε	να	ισχύει		|αEE⃗ + λβE⃗ } ⊥ |αEE⃗ − 4βE⃗ }	

5.15	Αν	για	τα	διανύσµατα		αEE⃗ 	, βE⃗ 		ισχύουν		|αEE⃗ | = 2	, IβE⃗ I = √3	, iαEE⃗ 	, βE⃗j k =	
	B	
D
																																											

τότε	να	βρεθούν	τα	µέτρα		IαEE⃗ + βE⃗ I	, IαEE⃗ − βE⃗ I		και	IαEE⃗ + 2βE⃗ I	

5.16	Αν	για	τα	διανύσµατα		αEE⃗ 	, βE⃗ 		ισχύουν		|αEE⃗ | = √2	, IβE⃗ I = 2√2		και		iαEE⃗ 	, βE⃗j k = 60°	τότε	:																																																			

α)	Αν	τα	διανύσµατα		2αEE⃗ + βE⃗ 		και		καEE⃗ + βE⃗ 		είναι	κάθετα,	να	βρείτε	την	τιµή	του	κ																																																																			
β)	Να	βρείτε	το	µέτρο	του	διανύσµατος		2αEE⃗ + βE⃗ 														

5.17	Αν	για	τα	διανύσµατα		αEE⃗ 	, βE⃗ 		ισχύουν	2|αEE⃗ | = IβE⃗ I = 2√2		και		iαEE⃗ 	, βE⃗j k = 60°τότε	:																																																												

α)	Να	αποδείξετε	ότι			αEE⃗ ∙ βE⃗ 	= 2																																																																																																																																																																			
β)	Να	βρείτε	το	µέτρο	των	διανυσµάτων		αEE⃗ + βE⃗ 			και			αEE⃗ − βE⃗ 										

5.18	Αν	για	τα	διανύσµατα		αEE⃗ 	, βE⃗ 		ισχύουν	|αEE⃗ | = 2	, IβE⃗ I = √2			και																																																																

iαEE⃗ 	, βE⃗j k = 	5π	
6 		και		uE⃗ = αEE⃗ + 2βE⃗ 		τότε	:																																																																																																																	

α)	Να	βρείτε	τα	εσωτερικά	γινόµενα				αEE⃗ ∙ βE⃗ 				και			αEE⃗ ∙ uE⃗ 																																																																																																																					
β)		Να	βρείτε	το	µέτρο	του		uE⃗ 																																																																	

5.19	Αν	για	τα	διανύσµατα		αEE⃗ 	, βE⃗ 		ισχύουν		3|αEE⃗ | + IβE⃗ I = 9	και		2|αEE⃗ | − IβE⃗ I = 1,	iαEE⃗ 	, βE⃗j k = 60°																																							

α)	Να	βρείτε	τα	µέτρα	των		αEE⃗ 	, βE⃗ 			και	το	εσωτερικό	γινόµενο	αEE⃗ ∙ βE⃗ 																																																																																																	
β)	Να	υπολογίσετε	το	µέτρο	του	διανύσµατος			uE⃗ = 2αEE⃗ − 3βE⃗ 						
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5.20	Δίνονται	τα	διανύσµατα	αEE⃗ 	,	βE⃗ 	µε		|αEE⃗ | = 1	, IβE⃗ I = 2	, (αEE⃗ 	, βE⃗ )=		
	B	
+
.	Να	βρείτε	:																																																					

α)	το	εσωτερικό	γινόµενο			αEE⃗ ∙ βE⃗ 																																																																																																																																														
β)	τον	πραγµατικό	αριθµό	λ	έτσι,	ώστε	τα	διανύσµατα		αEE⃗ + βE⃗ 		και		5αEE⃗ − λβE⃗ 																																						
να	είναι	κάθετα	µεταξύ	τους																																																																																																																															
γ)	το	µέτρο	του	διανύσµατος		γE⃗ = αEE⃗ − 4βE⃗ 	

5.21	Δίνονται	τα	διανύσµατα	αEE⃗ 	,	βE⃗ 		µε		|αEE⃗ | = 2	, IβE⃗ I = 1	, |αEE⃗ 	, βE⃗ } =		
	B	
+
	.	Να	βρείτε	:																																																																																																				

α)	το	αEE⃗ βE⃗ 																																																																																																																																																																																																																																																	
β)	τον	πραγµατικό	αριθµό		x		ώστε	να	ισχύει		(αEE⃗ + x	βE⃗ )(αEE⃗ − x	βE⃗ ) = 12																																																																																																																																			
γ)	το	µέτρο	IαEE⃗ − 4βE⃗ I																			

5.22	Δίνονται	τα	διανύσµατα	αEE⃗ 	,	βE⃗ 		µε	|αEE⃗ | = 2	, IβE⃗ I = 1	, (αEE⃗ 	, βE⃗ )=	
	B	
+
	.	Να	βρείτε	:																																																																											

α)	το	εσωτερικό	γινόµενο		αEE⃗ ∙ βE⃗ 																																																																																																																																																																																		
β)	Αν	για	το	διάνυσµα		γE⃗ = καEE⃗ + 6βE⃗ 			ισχύει	ότι		αEE⃗ ∙ γE⃗ = κ		,	να	βρείτε	:																																																																													
β1)	τον	αριθµό		κ																																																																																																																																																																																																																											
β2)	το	µέτρο	του	διανύσµατος		γE⃗ 				

5.23	Δίνονται	τα	διανύσµατα	αEE⃗ 	,	βE⃗ 		µε	|αEE⃗ | = 3	, IβE⃗ I = 1	, IαEE⃗ − βE⃗ I = 2																																																																																																																																				
α)	Να	αποδείξετε	ότι	αEE⃗ βE⃗ 	= 3																																																																																																																																																																																																										
β)	Να	αποδείξετε	ότι	τα	διανύσµατα		αEE⃗ 	,	βE⃗ 		είναι	οµόρροπα.																																																																																																																																																			
γ)	Να	βρείτε	το	µέτρο	του		γE⃗ = αEE⃗ + 	3βE⃗ 		

5.24	Αν	για	τα	διανύσµατα		αEE⃗ 	, βE⃗ 	,	γE⃗ 	ισχύουν	|αEE⃗ | = 2	,	IβE⃗ I = 1, iαEE⃗ 	, βE⃗j k = 60°																																																		

και		γE⃗ = κ
2 	αEE⃗ − β

E⃗ 		και	βE⃗ ∙ γE⃗ = κ																																																																																																																																	
α)	Να	δείξετε	ότι		κ = −2																																																																																																																																																																																
β)	Να	υπολογίσετε	το	µέτρο	του	διανύσµατος		γE⃗ 																																																																																																																																			
γ)	Να	δείξετε	ότι	τα	διανύσµατα		3αEE⃗ + 2γE⃗ 	και		βE⃗ − γE⃗ 			είναι	κάθετα		

5.25	Δίνεται	το	µοναδιαίο	διάνυσµα	αEE⃗ 		και	το	διάνυσµα		βE⃗ 		για	τα	οποία	ισχύουν	:																																																																																																										
	αEEE⃗ ∙ |αEE⃗ − 2βE⃗ } = 5		και		βE⃗ ∙ |3αEE⃗ + βE⃗ } = 10	.	Να	βρείτε:																																																																																																																																																											
α)	το	εσωτερικό	γινόµενο		αEE⃗ ∙ βE⃗ 			καθώς	και	το	µέτρο	του		βE⃗ 																																																																																																																																																									
β)	τη	γωνία	(αEE⃗ 	, βE⃗ )																																																																																																																																																																																																																								
γ)	το	εσωτερικό	γινόµενο	|5αEE⃗ + βE⃗ } ∙ |αEE⃗ + 3βE⃗ }																																																																																																																																																											
δ)	τους	πραγµατικούς	αριθµούς		x		για	τους	οποίους	ισχύει			IxαEE⃗ + 2βE⃗ I = 7							

5.26	Δίνονται	τα	διανύσµατα	αEE⃗ 	,	βE⃗ 		µε		|αEE⃗ | = 2	, IβE⃗ I = 6	, (αEE⃗ 	, βE⃗ )=		
	-B	
+
	.		Να	βρείτε	:																																																					

α)	το	εσωτερικό	γινόµενο			αEE⃗ ∙ βE⃗ 																																																																																																																																														
β)	τον	πραγµατικό	αριθµό	κ	έτσι,	ώστε	τα	διανύσµατα		uE⃗ = 2αEE⃗ + βE⃗ 		και		vE⃗ = καEE⃗ + βE⃗ 																									
να	είναι	κάθετα	µεταξύ	τους																																																																																																																																																																																									
γ)	για		κ = −12	,	το	µέτρο	του	διανύσµατος		γE⃗ = 	1	

2 (uE⃗ + vE⃗ )																
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5.27	Αν	για	τα	διανύσµατα		αEE⃗ 	, βE⃗ 	ισχύουν		|αEE⃗ | = 1,	iαEE⃗ 	, βE⃗j k =	
	B	
+
	και	I3αEE⃗ − 2βE⃗ I = √13,																						

τότε	να	βρείτε	το	IβE⃗ I																																																														

5.28	Αν	για	τα	διανύσµατα		αEE⃗ 	, βE⃗ 		ισχύουν	|αEE⃗ | = √8	, IβE⃗ I = 3	και		iαEE⃗ 	, βE⃗j k = 45°,																																	

τότε	να	βρείτε	το	I3αEE⃗ − 2βE⃗ I					

5.29	Αν	ισχύουν		|αEE⃗ | = 3	,	IβE⃗ I = 1		και		IαEE⃗ − βE⃗ I = 2	τότε	να	βρείτε	το	µέτρο		IαEE⃗ − 2βE⃗ I			.		

5.30	Αν	για	τα	διανύσµατα		αEE⃗ 	, βE⃗ 		ισχύουν		|αEE⃗ | = 3,	iαEE⃗ 	, βE⃗j k =	
	-B	
+
		και		IαEE⃗ + 2βE⃗ I = 7																																																													

α)	Να	αποδείξετε	ότι		IβE⃗ I = 4																																																																																																																																																																						
β)	Να	βρείτε	το	µέτρο		I4αEE⃗ + 3βE⃗ I											

5.31	Αν	για	τα	διανύσµατα		αEE⃗ 	, βE⃗ 		ισχύουν		|αEE⃗ | = 2	,	IβE⃗ I = 4		και		I4αEE⃗ − βE⃗ I = IαEE⃗ − 2βE⃗ I		.																																																									
α)	Να	αποδείξετε	ότι		αEE⃗ ∙ βE⃗ 		= 3																																																																																																																																																																	
β)	Να	βρείτε	το	µέτρο		I3αEE⃗ − 2βE⃗ I											

5.32	Αν	για	τα	διανύσµατα		αEE⃗ 	, βE⃗ 		ισχύουν		αEE⃗ ⊥ βE⃗ 	, |αEE⃗ + βE⃗ } ⊥ |αEE⃗ − 3βE⃗ }		και	IαEE⃗ − βE⃗ I = 2																	
τότε	να	βρείτε	τα	µέτρα	|αEE⃗ |	,	IβE⃗ I					

5.33	Αν	για	τα	διανύσµατα		αEE⃗ 	, βE⃗ 		ισχύουν		iαEE⃗ 	, βE⃗j k =	
	-B	
+
		,			|αEE⃗ + βE⃗ } ⊥ |αEE⃗ − βE⃗ }																																		

και	I3αEE⃗ + 2βE⃗ I = 7,		τότε	να	βρείτε	τα	µέτρα		|αEE⃗ |	,	IβE⃗ I																																														

5.34	Αν	για	τα	διανύσµατα		αEE⃗ 	, βE⃗ 		ισχύουν			αEE⃗ ⊥ βE⃗ 	, |αEE⃗ + βE⃗ } ⊥ |αEE⃗ − 4βE⃗ }		και	I2αEE⃗ + 3βE⃗ I = 5																																																
α)	Να	αποδείξετε	ότι		|αEE⃗ | = 2		, IβE⃗ I = 1																																																																																																																																																																						
β)	Να	βρείτε	το	µέτρο		I3αEE⃗ + 8βE⃗ I																		

5.35	Για	τα	διανύσµατα		αEE⃗ 	, βE⃗ 		ισχύουν			αEE⃗ ⊥ βE⃗ 	, |αEE⃗ + 2βE⃗ } ⊥ |αEE⃗ − 3βE⃗ }		και		|αEE⃗ | = √6		.																																												
Να	δείξετε	ότι	I2αEE⃗ − βE⃗ I = 5																																									

5.36	Δίνονται	τα	διανύσµατα			αEE⃗ 	, βE⃗ 		µε		|αEE⃗ | = 1	,	IβE⃗ I = 2	, iαEE⃗ 	, βE⃗j k = 60°.																																			

Θεωρούµε	και	τρίγωνο	ΑΒΓ	µε		ΑΒEEEEE⃗ = αEE⃗ − βE⃗ 			και		ΒΓEEEE⃗ = 3αEE⃗ + βE⃗ 		.	Να	βρείτε	το	µήκος																						
της	διαµέσου	ΑΜ		του	τριγώνου	ΑΒΓ	.																																																																																																																																																																			

5.37	Δίνονται	τα	διανύσµατα		αEE⃗ 	, βE⃗ 		µε	|αEE⃗ | = 3	και	iαEE⃗ 	, βE⃗j k = 60°.	Θεωρούµε	και																										

τρίγωνο	ΑΒΓ	µε		ΓΑEEEEE⃗ = αEE⃗ − 4βE⃗ 		και		ΓΒEEEE⃗ = 4αEE⃗ − 6βE⃗ 		,	για	το	οποίο	ισχύει		IΑΒEEEEE⃗ I = √91																																																																																																																																		
α)	Να	αποδείξετε	ότι		IβE⃗ I = 5																																																																																																																																																																						
β)	Να	βρείτε	το	µήκος	της	διαµέσου	ΑΜ														

5.38	Να	υπολογίσετε	τα	µήκη	των	διαγωνίων	ενός	παραλληλογράµµου	ΑΒΓΔ																																							
που	κατασκευάζεται	µε	τα	διανύσµατα		3αEE⃗ + 2βE⃗ 		και		αEE⃗ − βE⃗ 																																																																							
αν		|αEE⃗ | = 1	,	IβE⃗ I = √2		και				iαEE⃗ 	, βE⃗j k = 135°.				
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5.39	Να	αποδείξετε	ότι				IαEE⃗ + βE⃗ I
"
+ IαEE⃗ − βE⃗ I

"
= 2|αEE⃗ |" + 2IβE⃗ I

"
																											

5.40	Αν	ισχύει		|αEE⃗ | = IβE⃗ I = IαEE⃗ + βE⃗ I		τότε	να	αποδείξετε	ότι		IαEE⃗ − βE⃗ I = |αEE⃗ | ∙ √3														

5.41	Δίνονται	τα	µοναδιαία	διανύσµατα			αEE⃗ 	, βE⃗ 		µε	iαEE⃗ 	, βE⃗j k =	
	B	
+
																																																																																																																																			

Να	βρείτε	διάνυσµα		xE⃗ 			ώστε	να	ισχύουν			xE⃗ ∥ |αEE⃗ + βE⃗ }				και				βE⃗ 	⊥ (	αEE⃗ + xE⃗ 	)										

5.42	Δίνονται	τα		διανύσµατα			αEE⃗ 	, βE⃗ 		µε	|αEE⃗ | = 2	, IβE⃗ I = 3			iαEE⃗ 	, βE⃗j k =		
	-B	
+
																																																																																																						

Να	βρείτε	διάνυσµα		xE⃗ 			ώστε	να	ισχύουν				xE⃗ ∥ |αEE⃗ − βE⃗ }				και				αEE⃗ 	⊥ (	βE⃗ + xE⃗ 	)												

******************************************************************************************	

5.43	Αν	για	τα	διανύσµατα		αEE⃗ 	, βE⃗ 	,	γE⃗ 	ισχύουν	|αEE⃗ | = 4	, IβE⃗ I = 5		και		 iαEE⃗ 	, βE⃗j k =		
	-B	
+
																											

και		γE⃗ = 2αEE⃗ + 3βE⃗ 	,	τότε	να	υπολογίσετε	:																																																																																																																																																																
α)	το	εσωτερικό	γινόµενο	αEE⃗ ∙ βE⃗ 																																																																																																																																																		
β)	το	µέτρο	του	διανύσµατος	γE⃗ 																						(2ο	Τράπεζα	Θεµάτων)	

														

Γωνία		Δύο		Διανυσµάτων	

5.44	Αν	ισχύουν	|αEE⃗ | = 2	,	IβE⃗ I = 3,		αEE⃗ ⊥ βE⃗ 		και		uE⃗ = 3αEE⃗ + 2βE⃗ 	,	να	βρείτε	την	γωνία		|αEE⃗ 	, uE⃗j }												

5.45	Αν	ισχύουν	|αEE⃗ | = √2	,	IβE⃗ I = 1	και	|2αEE⃗ + βE⃗ } ⊥ |3αEE⃗ − 5βE⃗ }		να	βρείτε	τη	γωνία		iαEE⃗ 	, βE⃗j k																	

5.46	Αν	ισχύουν	|αEE⃗ | = 2,	IβE⃗ I = 2√2		και	iαEE⃗ 	, βE⃗j k = 45°,	να	υπολογίσετε	τη	γωνία	iβE⃗ − αEE⃗ 	, αEE⃗t k									

5.47	Αν	ισχύουν	|αEE⃗ | = 5	,	IβE⃗ I = 3	, iαEE⃗ 	, βE⃗j k =	
	B	
+
	,	να	βρείτε	τη	γωνία		iαEE⃗ + βE⃗ 	, αEE⃗ − βE⃗t k	

5.48	Αν	|αEE⃗ | = 2	,	IβE⃗ I = 3	, iαEE⃗ 	, βE⃗j k =	
	-B	
+
			και		δE⃗ = 3αEE⃗ + 2βE⃗ ,	να	βρείτε	την	γωνία	iβE⃗ 	, δE⃗j k											

5.49	Δίνονται	τα	µη	µηδενικά	διανύσµατα		αEE⃗ , βE⃗ 	µε		IβE⃗ I = 2|αEE⃗ |.																																																																					

Αν		αEE⃗ 	⊥ |αEE⃗ − βE⃗ }	να	βρείτε	τη	γωνία		iαEE⃗ 	, βE⃗j k																																																																																		

5.50	Αν	ισχύουν		|αEE⃗ | = 1	,	iαEE⃗ 	, βE⃗j k = 60°	και		|αEE⃗ + βE⃗ } ⊥ |5αEE⃗ − 2βE⃗ }																																																																																																																	

α)	Να	βρείτε	το	µέτρο	του			βE⃗ 																																																																																																																																																																						
β)	Αν		γE⃗ = −2αEE⃗ + βE⃗ 		να	βρείτε	τη	γωνία		φ¾ = |αEE⃗ 	, γE⃗j }																							

5.51	Αν	ισχύουν	|αEE⃗ | = 1,	IβE⃗ I = 2, iαEE⃗ 	, βE⃗j k =	
	B	
+
		και		uE⃗ = 2αEE⃗ + 3β	EEE⃗ 	και		vE⃗ = αEE⃗ − 2βE⃗ 	,																										

να	βρείτε	το	συν|uE⃗ 	, vE⃗j }			

5.52	Αν	ισχύουν	|αEE⃗ | = 1,	IβE⃗ I = 1, iαEE⃗ 	, βE⃗j k =	
	-B	
+
		και		uE⃗ = 2αEE⃗ + β	EEE⃗ 	και		vE⃗ = αEE⃗ − 2βE⃗ 	,																														

να	βρείτε	το		συν|uE⃗ 	, vE⃗j }			

Page 37 of 101 Αποκλειστική διάθεση lisari.blogspot.com 5/9/22 



ΝΙΚΟΣ		Κ.	ΡΑΠΤΗΣ	 Σελίδα	38	
 

	

5.53	Δίνονται	τα	διανύσµατα	αEE⃗ 	,	βE⃗ 		µε	|αEE⃗ | = 2	, IβE⃗ I = 3	, (αEE⃗ 	, βE⃗ )=	
	B	
+
	.																																																																																	

Θεωρούµε	και	τα	διανύσµατα		uE⃗ = αEE⃗ − βE⃗ 		,		vE⃗ = 2αEE⃗ − βE⃗ 		.																																																																																																																																																																																		
α)	Να	βρείτε	:																																																																																																																																																																																																											
α1)	το	εσωτερικό	γινόµενο		αEE⃗ ∙ βE⃗ 																																																																																																																																																																
α2)	τον	πραγµατικό	αριθµό	λ	,	ώστε	τα	διανύσµατα		λαEE⃗ 		και		λ ∙ αEE⃗ − βE⃗ 		να	είναι	κάθετα																																																																																					
α3)	το	γινόµενο	uE⃗ 	vE⃗ 																																																																																																																																																																																				
α4)	τα	µέτρα	των		uE⃗ 		και		vE⃗ 																																																																																																																																																																																																																									
β)	Να	δείξετε	ότι	η	γωνία	των		uE⃗ 		και		vE⃗ 		είναι	οξεία	.										

5.54	Δίνονται	τα	διανύσµατα	αEE⃗ 	,	βE⃗ 		µε	|αEE⃗ | = 2	, IβE⃗ I = 1	, (αEE⃗ 	, βE⃗ )=	
	-B	
+
	.																																																																																																					

Θεωρούµε	και	τα	διανύσµατα		uE⃗ = 2αEE⃗ + 4βE⃗ 		,		vE⃗ = αEE⃗ − βE⃗ 		.	Να	βρείτε	:																																																																																																																																																																																																											
α)	το		αEE⃗ βE⃗ 																																																																																																																																																																																																																																												
β)	τα	µέτρα	των		uE⃗ 		και		vE⃗ 																																																																																																																																																																																																																									
γ)	το	γινόµενο	uE⃗ 	vE⃗ 																																																																																																																																																																																																																												
δ)	το	συνηµίτονο	της	γωνίας	των		uE⃗ 		και		vE⃗ 																																																																																																																																																																				
ε)	να	βρεθεί	το		x		ώστε	vE⃗ ⊥ wEEE⃗ = x	αEE⃗ + βE⃗ 																	

5.55	Δίνονται	τα	διανύσµατα	αEE⃗ 	,	βE⃗ 		µε	|αEE⃗ | = 1	, IβE⃗ I = 5√3	, (αEE⃗ 	, βE⃗ )=	
	B	
D
	.	Να	βρείτε	:																																																																																																											

α)	το		αEE⃗ βE⃗ 																																																																																																																																																																																																																																			
β)	το	µέτρο		I5αEE⃗ − 2βE⃗ I																																																																																																																																																																																																								
γ)	το	εσωτερικό	γινόµενο			αEE⃗ ∙ |2βE⃗ − 5αEE⃗ }																																																																																																																																																																																			
δ)	τη	γωνία		(αEE⃗ 	, 2βE⃗ − 5αEE⃗ )								

5.56	Δίνονται	τα	διανύσµατα		αEE⃗ 	,	βE⃗ 		µε	|αEE⃗ | = 1	, IβE⃗ I = 2	, (αEEEE⃗ 	, βE⃗ )=	
	B	
+
	.	Να	βρείτε	:																																																																																																															

α)	το		αEE⃗ βE⃗ 																																																																																																																																																																																																																																																									
β)	τον	πραγµατικό	αριθµό	λ	ώστε	τα	διανύσµατα		vE⃗ = αEE⃗ + βE⃗ 	, uE⃗ = αEE⃗ − λβE⃗ 		να	είναι	κάθετα.																																																																																																				
γ)	το	µέτρο	του	διανύσµατος		γE⃗ = 3αEE⃗ − βE⃗ 																																																																																																																																																																																																		
δ)	τη	γωνία	των	διανυσµάτων		γE⃗ 		,	αEE⃗ 												

5.57	Δίνονται	τα	διανύσµατα	αEE⃗ 	,	βE⃗ 		µε	|αEE⃗ | = 2, IβE⃗ I = 3, (αEE⃗ 	, βE⃗ )=		
	-B	
+
		και	γE⃗ = 3αEE⃗ + 2βE⃗ 		.																																																							

α)	Να	δείξετε	ότι		αEE⃗ ∙ βE⃗ 	= −3																																																																																																																																																																							
β)	Να	αποδείξετε	ότι		|γE⃗ | = 6																																																																																																																																																																					
γ)	Να	βρείτε	τις	γωνίες		|αEE⃗ 	, γE⃗j }	και	 iγE⃗ 	, βE⃗j k.	Τι	παρατηρείτε	για	τα	αEE⃗ 	,	βE⃗ 	,	γE⃗ 		;																																																																																																								

5.58	Δίνονται	τα		διανύσµατα		αEE⃗ 	, βE⃗ 	µε	|αEE⃗ | = 1, IβE⃗ I = 5	και	|αEE⃗ − 2βE⃗ } ∙ |αEE⃗ + βE⃗ } = −46																																																						

α)	Να	βρείτε	το		συνiαEE⃗ 	, βE⃗j k																																																																																																																																																																											

β)	Θεωρούµε	τα	διανύσµατα		vE⃗ = 3αEE⃗ + βE⃗ 		και	uE⃗ = αEE⃗ − β	EEE⃗ .	Να	βρείτε	τη	γωνία	|uE⃗ 	, vE⃗j }																																						
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5.59	Δίνονται	τα		διανύσµατα		αEE⃗ 	, βE⃗ 		µε	|αEE⃗ | = 2, IβE⃗ I = 3		και	|3αEE⃗ + 7βE⃗ } ⊥ |6αEE⃗ + βE⃗ }	.																																																														
α)	Να	βρείτε	τη	γωνία		των		αEE⃗ 	, βE⃗ 																																																																																																																																																																	
β)	Θεωρούµε	το	διάνυσµα		γE⃗ = λαEE⃗ + βE⃗ 		το	οποίο	είναι	κάθετο	στο		βE⃗ 	.	Να	βρείτε	:																																																																		
β!)	την	τιµή	του		λ																																																																																																																																																																																											
β")	το	µέτρο	του	διανύσµατος		γE⃗ 																																																																																																																																																																		
β#)	τη	γωνία	των	διανυσµάτων		αEE⃗ 		και		γE⃗ 											

5.60	Δίνονται	τα	µη	µηδενικά	διανύσµατα		αEE⃗ 	, βE⃗ 		µε		iαEE⃗ 	, βE⃗j k = 60°	.																																																	
Θεωρούµε	επίσης	το	παραλληλόγραµµο	ΑΒΓΔ		µε																																																																																										
ΑΒEEEEE⃗ = 4αEE⃗ + βE⃗ 		και		ΑΔEEEEE⃗ = 2αEE⃗ − βE⃗ 		µε		(ΑΓ) = 6		και	ισχύει		ΑΓEEEEE⃗ ∙ ΔΒEEEEE⃗ = 36		.																																																																														
α)	Να	αποδείξετε	ότι		|αEE⃗ | = 1	και		IβE⃗ I = 4	.																																																																																																																																													
β)	Να	βρείτε	το	µήκος	της	διαγωνίου		ΔΒ	.																																																																																																																																														
γ)	Να	βρείτε	την	περίµετρο	του		ΑΒΓΔ																																																																																																																																																					
δ)	Να	βρείτε	τη	γωνία	Αh		του	ΑΒΓΔ	.	

5.61	Δίνονται	τα	µοναδιαία	διανύσµατα		|αEE⃗ | = IβE⃗ I = 1		και		αEE⃗ ⊥ βE⃗ 	.	Δίνεται	επίσης																										
το	τρίγωνο	ΑΒΓ	για	το	οποίο	ισχύουν		ΑΒEEEEE⃗ = αEE⃗ − βE⃗ 			και		ΑΓEEEEE⃗ = αEE⃗ + 3βE⃗ 		.																																																																																																				
α)	Να	αποδείξετε	ότι			ΒΓEEEE⃗ = 4βE⃗ 																																																																																																																																																																					
β)	Να	βρείτε	το	µήκος	της	διαµέσου	ΑΜ																																																																																																																																																																					
γ)	Να	βρείτε	την	γωνία	Β	του	τριγώνου	ΑΒΓ									

5.62	Δίνονται	τα	διανύσµατα	αEE⃗ 	,	βE⃗ 		µε	|αEE⃗ | = 1	, IβE⃗ I = 1	, |αEE⃗ 	, βE⃗ } = 	 	2π	3 	.																																									

Έστω	το	τρίγωνο	ΑΒΓ	για	το	οποίo	ισχύουν		ΑΒEEEEE⃗ = 2αEE⃗ + βE⃗ 			και		ΑΓEEEEE⃗ = −3βE⃗ 																																																																																																																																																																																		
α)	Να	βρείτε	το	εσωτερικό	γινόµενο		αEE⃗ βE⃗ 																																																																																																																																																																																				
β)	Αν	Μ	µέσο	της	ΒΓ	να	αποδείξετε	ότι		ΑΜEEEEEE⃗ = αEE⃗ − 	βE⃗ 																																																																																																																																																									
γ)	Να	βρείτε	τη	γωνία	(ΑΜEEEEEE⃗ 	, αEE⃗ )																						

5.63	Αν	τα	διανύσµατα		αEE⃗ 	, βE⃗ 	, γE⃗ 		είναι	µοναδιαία	και	ισχύει		αEE⃗ ∙ βE⃗ + βE⃗ ∙ γE⃗ = 2																																									
να	δείξετε	ότι		αEE⃗ = βE⃗ = γE⃗ 	

5.64	Δίνονται	τα	διανύσµατα			αEE⃗ 	, βE⃗ 		µε		IβE⃗ I = 2|αEE⃗ | = 4		και		αEE⃗ ∙ βE⃗ = −8		.																																																																																				
α)	Να	βρείτε	τη	γωνία		των		αEE⃗ 	, βE⃗ 																																																																																																																																																																	
β)	Να	δείξετε	ότι		βE⃗ + 2αEE⃗ = 0E⃗ 																																																															

5.65	Δίνονται	τα	διανύσµατα	αEE⃗ 	, βE⃗ 	και		uE⃗ = αEE⃗ + 2βE⃗ 	, vE⃗ = 5αEE⃗ − 4βE⃗ 		µε		uE⃗ ⊥ vE⃗ 	, |αEE⃗ | = IβE⃗ I = 1																								
Να	δείξετε	ότι	:																																																																																																																																																																																			

α)			αEE⃗ ∙ βE⃗ 	=		
	H	
-
																																																																																																																																																																																																							

β)		τα	διανύσµατα		uE⃗ − 3vE⃗ 		και		αEE⃗ − βE⃗ 		είναι	αντίρροπα	και		|uE⃗ − 3vE⃗ 	| = 14							

5.66	Δίνονται	τα	διανύσµατα	αEE⃗ 	,	βE⃗ 		µε	|αEE⃗ | = 2	, IβE⃗ I = 1	, (αEE⃗ 	, βE⃗ )=	
	$%	
&
																																																									

και			uE⃗ ∥ |αEE⃗ − 2βE⃗ }		και	αEE⃗ ⊥ |βE⃗ − uE⃗ }	.																																																																																																																			
α)	Να	βρείτε	το	εσωτερικό	γινόµενο		αEE⃗ ∙ βE⃗ 																																																																																																																																															
β)	Να	δείξετε	ότι		uE⃗ = − 1

	6	 	αEE⃗ +
1
	3	β
E⃗ 																																																																																																																																																												

γ)	Να	βρείτε	την	γωνία		των	αEE⃗ 		και		uE⃗ 						
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*******************************************************************************************	

5.67	Δίνονται	τα	διανύσµατα			αEE⃗ 	, βE⃗ 		µε		|αEE⃗ | =	
	√+	
-
	,	IβE⃗ I =		

	H	
-
																																																																					

και		I3αEE⃗ + 2βE⃗ I = IαEE⃗ − 2βE⃗ I																																																																																																																																								

α)	Να	αποδείξετε	ότι		αEE⃗ ∙ βE⃗ 	= −		
	+	
J
																																																																																																											

β)	Να	υπολογίσετε	τη	γωνία		iαEE⃗ 	, βE⃗j k											(2ο	Τράπεζα	Θεµάτων)	

	

Αναλυτική		Έκφραση		Εσωτερικού		Γινοµένου	
5.68	Να	βρείτε	το	εσωτερικό	γινόµενο	στις	παρακάτω	περιπτώσεις	:																																																																																									
α)		αEE⃗ ∙ βE⃗ 					αν		αEE⃗ = (2	, −3)	και		βE⃗ = (4	, 5)																																																																																																																																															
β)		ΑΒEEEEE⃗ ∙ ΓΔEEEE⃗ 			αν		Α(3	, 1)	, Β(2	, −5)	, Γ(−4	, 3)	, Δ(−1	, −2)												

5.69	Δίνονται	τα		διανύσµατα		αEE⃗ = (2	, λ)		και	βE⃗ = (λ − 8	, 1)	για	τα	οποία																																							
ισχύει		αEE⃗ ∙ βE⃗ 	= −1.	Να	βρείτε	:																																																																																																																												
α)	τον	πραγµατικό	αριθµό		λ																																																																																																																																																																							
β)	το	εσωτερικό	γινόµενο		|αEE⃗ − 2βE⃗ } ∙ |αEE⃗ + βE⃗ }																																																																																																																																																																				

5.70	Να	βρεθούν	οι	τιµές	του	λ	∈ ℝ		ώστε	τα	διανύσµατα		αEE⃗ = (λ − 3	, 4λ − 1)																																			
και		βE⃗ = (−3λ + 9	, λ − 3)	να	είναι	κάθετα	.	

5.71	Δίνονται	τα		διανύσµατα		αEE⃗ = (2x − 1	, x + 1)	και	βE⃗ = (x + 1	, 2x + 3).	Να	βρεθεί																										
το		x	∈ ℝ		ώστε	τα	διανύσµατα	να	είναι	κάθετα	.			

5.72	Δίνονται	τα	διανύσµατα		ΑΒEEEEE⃗ = (κ" − 6κ + 9	, κ − 3)		και		ΑΓEEEEE⃗ = (1	, 6)																																																																													
α)	Να	βρείτε	τις	τιµές	του	κ		ώστε	τα	διανύσµατα	ΑΒEEEEE⃗ 		και	ΑΓEEEEE⃗ 		να	είναι	κάθετα	.																																																																								
β)	Για		κ = 1	να	βρείτε	τις	συντεταγµένες	του	διανύσµατος		ΒΓEEEE⃗ 																																																																																																																																																																																																																																																																															

5.73	Δίνονται	τα	σηµεία		Α(3	, 2)	, Β(7	, −4).	Να	βρείτε	σηµείο	Μ	του	άξονα		x’x																															
ώστε	να	είναι		ΑΜΒt = 90°	

5.74	Δίνονται	τα	διανύσµατα		αEE⃗ = (1	, λ)	και	βE⃗ = (−3	, 4 − λ)	για	τα	οποία																																	
ισχύουν	|αEE⃗ + βE⃗ } ⊥ |13αEE⃗ + 3βE⃗ }																																																																																																																							
α)	Να	βρείτε	τον	πραγµατικό	αριθµό		λ																																																																																																																																																			
β)	Να	βρείτε	για	ποια	τιµή	του	πραγµατικού	αριθµού	µ	,	το	διάνυσµα		γE⃗ = 5αEE⃗ + 2βE⃗ 																				
είναι	κάθετο	στο	διάνυσµα		δE⃗ = (µ	, µ − 8)	

5.75	Δίνεται	τρίγωνο	ΑΒΓ	µε		Α(−1	, 4)	, Β(−2	, −1)	και	Γ(5	, 7)	και	σηµείο	Μ																																									
ώστε	να	ισχύει		ΜΓEEEEEE⃗ = 2ΒΜEEEEEE⃗ 																																																																																																																																					
α)	Να	βρείτε	τις	συντεταγµένες	του	σηµείου	Μ																																																																																																																																				
β)	Να	αποδείξετε	ότι		ΑΜEEEEEE⃗ ⊥ ΒΓEEEE⃗ 																																																																																																																																																																			
γ)	Να	βρείτε	σηµείο	Κ	του	άξονα		x’x		ώστε	να	ισχύει		ΑΝEEEEE⃗ ⊥ ΑΒEEEEE⃗ 																																																																																																																																																																				

5.76	Αν		αEE⃗ = |3	, √3}		και		βE⃗ = |√3	, −1}	να	βρείτε	τη	γωνία		iαEE⃗ 	, βE⃗j k							
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5.77	Αν		αEE⃗ = (4	, 3)		και		βE⃗ = (7	, −	1)	να	βρείτε	τη	γωνία	iαEE⃗ 	, βE⃗j k						

5.78	Αν		αEE⃗ = (0	, 2)		και		βE⃗ = |−√3	, 1}	να	βρείτε	τη	γωνία		iαEE⃗ 	, βE⃗j k						

5.79	Δίνονται	τα	διανύσµατα		αEE⃗ = (1	, −7)	και		βE⃗ = (−3	, λ)	.																																																																					
Αν	iαEE⃗ 	, βE⃗j k = 135°,	να	βρείτε	το	λ	.	

5.80	Δίνονται	τα	διανύσµατα		αEE⃗ = |1	, −√3}		και		βE⃗ 	= |2	, 2√3}																																																																																																																																																													
α)	Να	βρείτε	το	αEE⃗ βE⃗ 																																																																																																																																																																																																																	
β)	Να	βρείτε	τη	γωνία	(αEE⃗ 	, βE⃗ )																																																																																																																																																																																																																	
γ)	Αν		xE⃗ = 2αEE⃗ + βE⃗ 		,	yE⃗ = −4αEE⃗ + 2βE⃗ 	να	βρείτε	τα	µέτρα	τους	και	να	δείξετε	ότι																																						
είναι	κάθετα	µεταξύ	τους.	

5.81	Δίνεται	τρίγωνο	ΑΒΓ	µε		Α(1	, 2)	, Β(−2	, 1)	και	Γ(3	, 6)	.	Να	βρείτε	τη	γωνία	Α	.	

5.82	Αν		Α(4	, 1)	, Β(8	, 2)	και	Γ(1	, 3)	,	να	δείξετε	ότι	η	γωνία	των	διανυσµάτων																																				
ΑΒEEEEE⃗ 	, ΑΓEEEEE⃗ 		είναι	αµβλεία	.	

5.83	Δίνεται	τρίγωνο	ΑΒΓ	µε		ΑΒEEEEE⃗ = (−4	, −6)		και		ΑΓEEEEE⃗ = (2	, −8)	.																																																																																															
α)	Να	βρείτε	τις	συντεταγµένες	της	διαµέσου	ΑΜEEEEEE⃗ 																																																																																																																														
β)	Να	δείξετε	ότι	η	γωνία	Α	είναι	οξεία																																																																																																																																																				
γ)	Αν	Α(3	,	1)	να	βρείτε	τις	συντεταγµένες	των	κορυφών	Β	και	Γ										

5.84	Θεωρούµε	τα	σηµεία		Α	,	Β	,	Γ	για	τα	οποία	ισχύουν																																																																														
ΑΒEEEEE⃗ = (−1	, 4)	και		ΑΓEEEEE⃗ = (3	, 6)	.																																																																																																																																											
α)	Να	αποδείξετε	ότι	σχηµατίζουν	τρίγωνο	και	να	βρείτε	αν	η	γωνία	Α																																															
του	τριγώνου	είναι	οξεία	ή	αµβλεία	.																																																																																																																																																																						
β)	Να	βρείτε	το	µήκος	της	διαµέσου	ΑΜ											

5.85	Δίνεται	τρίγωνο	ΑΒΓ	µε		Α(λ − 1	, −1)	, Β(λ	, 2)	και	Γ(7	, −λ).																																																											
Αν	ισχύει		ΑΒEEEEE⃗ ∙ ΒΓEEEE⃗ = −15	,	να	βρείτε	:																																																																																																																				
α)	τον	πραγµατικό	αριθµό		λ																																																																																																																																																																								
β)	τη	γωνία		Βh		του	τριγώνου	ΑΒΓ		

5.86	Δίνονται	τα		διανύσµατα			αEE⃗ 	, βE⃗ 																																																																																																																				
µε		2αEE⃗ + βE⃗ = (7	, −1)			και			3αEE⃗ − βE⃗ = (8	, −19)	.	Να	βρείτε	:																																																																											
α)	τις	συντεταγµένες	των		αEE⃗ 	, βE⃗ 																																																																																																																																																																			
β)	τη	γωνία		iαEE⃗ 	, βE⃗j k			

5.87	Δίνονται	τα	διανύσµατα		αEE⃗ = (3	, −4)	, βE⃗ = (4	, x)																																																																																																																		
α)	Να	βρείτε	τον	πραγµατικό	αριθµό		x	ώστε	τα	διανύσµατα	να	είναι	κάθετα																																																																					
β)	Να	βρείτε	τη	γωνία	των	διανυσµάτων		αEE⃗ 		και			αEE⃗ + βE⃗ 																																																																																																		
γ)	Να	βρεθεί	το	διάνυσµα	που	είναι	οµόρροπο	µε	το		αEE⃗ 																																																																														
και	έχει	διπλάσιο	µέτρο	από	το		αEE⃗ 	
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5.88	Δίνονται	τα	διανύσµατα		αEE⃗ = |√3	, 1}	, βE⃗ = |2√3	, −2}	.	Να	υπολογίσετε	:																																																																	
α)	το	εσωτερικό	γινόµενο		αEE⃗ ∙ βE⃗ 																																																																																																																																																																																		
β)	τη	γωνία		|αEE⃗ 	, βE⃗ }																																																																																																																																																																													
γ)	τον	πραγµατικό	αριθµό	κ	έτσι,	ώστε	τα	διανύσµατα		αEE⃗ 		και		κ ∙ αEE⃗ − βE⃗ 																																																				
να	είναι	κάθετα	µεταξύ	τους																																																																																																																																	
δ)	το	µέτρο	του	διανύσµατος			αEE⃗ − βE⃗ 										

5.89	Θεωρούµε	το	διάνυσµα		αEEE⃗ = (|αEE⃗ | − 2	, |αEE⃗ | − 1)	το	οποίο	δεν	είναι	παράλληλο																							
στον	άξονα	x’x	,	καθώς	και	τα	διανύσµατα		βE⃗ = (2	, 6)		και		γE⃗ = βE⃗ − αEE⃗ 																																																																																																																																																																																										
α)	Να	αποδείξετε	ότι		|αEE⃗ | = 5																																																																																																																																																																																																									
β)	Να	βρείτε	τη	γωνία	(β	EEE⃗ , γE⃗ )																																																																																																																																																																																																																
γ)	Θεωρούµε	διάνυσµα		vE⃗ 		για	το	οποίο	ισχύουν	οι	σχέσεις			|vE⃗ + βE⃗ } ∥ 	 γE⃗ 																																																
και	(vE⃗ + γE⃗ ) ⊥ βE⃗ 	.		Να	βρείτε:																																																																																																																																		
γ1)	Τις	συντεταγµένες	του		vE⃗ 																																																																																																																																																																																									
γ2)	Την	προβολή	του		vE⃗ 		πάνω	στο		αEE⃗ 		

5.90	Δίνονται	τα	διανύσµατα			αEE⃗ = (−3	, 4)	, βE⃗ = (8	, 6)																																																																																																																				
α)	Να	δείξετε	ότι		αEE⃗ ⊥ βE⃗ 																																																																																																																																																																																
β)	Να	βρείτε	τα	µέτρα	των			αEE⃗ 	, βE⃗ 																																																																																																																																																																								
γ)	Να	βρείτε	το	µέτρο	του	διανύσµατος		2αEE⃗ + βE⃗ 																																																																																																																																	
δ)	Να	βρείτε	το	κ	∈ ℝ			ώστε	το	γE⃗ = καEE⃗ − βE⃗ + ȷ⃗		να	σχηµατίζει	γωνία		135°	µε	τον	άξονα		x’x							

5.91	Δίνονται	τα	διανύσµατα		αEE⃗ 	, βE⃗ 	, γE⃗ 	, δE⃗ 	και	ε⃗			ώστε																																																																																																																										
|αEE⃗ | = 4	, IβE⃗ I = 5	, γE⃗ = (1	, −2)	, δE⃗ = (1	, 3)	, ε⃗ = (4	, −3)		και	επιπλέον																																														
ισχύει		|3αEE⃗ + βE⃗ } ∙ |αEE⃗ − βE⃗ } = 3			.																																																																																																																																													
α)	Να	βρείτε	τα	µέτρα	των	γE⃗ 	, δE⃗ 			καθώς	και	τη	γωνία	που	σχηµατίζουν																																																																																						
β)	Να	δείξετε	ότι		αEE⃗ ∙ βE⃗ 	= 10																																																																																																																																																																									
γ)	Να	βρείτε	το	µέτρο	του	διανύσµατος		αEE⃗ − 2βE⃗ 																																																																																																																																			
δ)	Να	γράψετε	το	διάνυσµα		ε⃗	σαν	γραµµικό	συνδυασµό	των		γE⃗ 	, δE⃗ 																																																								

*******************************************************************************************	

5.92	Δίνονται	τα		διανύσµατα		αEE⃗ = (1	, 2)		και		βE⃗ = (2	, 3).																																																																																																
α)	Να	βρείτε	τις	συντεταγµένες	του	διανύσµατος		γE⃗ = 2αEE⃗ + βE⃗ 																																																																																					
β)	Να	βρείτε	το	µέτρο	του	διανύσµατος		γE⃗ 																																																																																																																																
γ)	Να	βρείτε	το	εσωτερικό	γινόµενο		αEE⃗ ∙ γE⃗ 									(2ο	Τράπεζα	Θεµάτων)	

5.93	Δίνονται	τα	σηµεία		Α(1	, 2)	, Β(3	, 4)	και	Γ(5	, −2)																																																																																																		
α)	Να	βρείτε	τις	συντεταγµένες	των	διανυσµάτων	ΑΒEEEEE⃗ 		και		ΑΓEEEEE⃗ 		και	να	δείξετε	ότι																																	
η	γωνία	Αh	είναι	ορθή																																																																																																																																													
β)	Αν	Μ	είναι	το	µέσο	της	ΒΓ,	να	βρείτε	τα	µέτρα	των		ΑΜEEEEEE⃗ 		και		ΒΓEEEE⃗ 																																																																														
γ)	Να	γραφεί	το	ΒΓEEEE⃗ 		σαν	γραµµικός	συνδυασµός	των	ΑΓEEEEE⃗ 		και		ΑΜEEEEEE⃗ 			(2ο	Τράπεζα	Θεµάτων)	

5.94	Δίνονται	τα	διανύσµατα			αEE⃗ = (2	, −1)	και		βE⃗ = (3	, −2)																																																																																																
α)	Να	υπολογίσετε	το	γινόµενο		αEE⃗ |2αEE⃗ − βE⃗ }																																																																																																																											
β)	Να	βρείτε	το	διάνυσµα	γE⃗ = (x	, y)		όταν		γE⃗ ⊥ αEE⃗ 		και		|γE⃗ | = √5				(2ο	Τράπεζα	Θεµάτων)	
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5.95	Δίνονται	τα	διανύσµατα		αEE⃗ = (−1	, 3)	και	βE⃗ = i−2	, − 	1	2 k																																																																	
και		vE⃗ = (x"	, x − 1).	Να	βρείτε	:																																																																																																																									
α)	τις	συντεταγµένες	του	διανύσµατος		uE⃗ = αEE⃗ − 2βE⃗ 																																																																																																								
β)	τους	αριθµούς	x	ώστε	τα	διανύσµατα		uE⃗ = (3	, 4)	και	vE⃗ 		είναι	κάθετα																																														
γ)	τους	αριθµούς	x	ώστε	τα	διανύσµατα	βE⃗ 		και		vE⃗ 		είναι	συγγραµµικά																																																				
(2ο	Τράπεζα	Θεµάτων)																																													

5.96	Δίνονται	τα	σηµεία		Α(0	, −1)	, Β(λ	, 1)	και	Γ(λ − 2	, λ − 3)	όπου	λ ∈ ℝ																																																												
α)	Να	βρείτε	τις	τιµές	του	λ	ώστε	:																																																																																																																																									
i)		τα	σηµεία	Α	,	Β	,	Γ	να	είναι	κορυφές	τριγώνου																																																																																																																			
ii)	το	τρίγωνο	ΑΒΓ	είναι	ορθογώνιο	µε		Αh = 901																																																																																																																	
β)	Για	λ = −2	να	βρείτε	:																																																																																																																																																												
i)	το	εσωτερικό	γινόµενο		ΑΒEEEEE⃗ 	 ∙ 	ΑΓEEEEE⃗ 																																																																																																																																									
ii)	το	εµβαδόν	του	τριγώνου	ΑΒΓ								(4ο	Τράπεζα	Θεµάτων)																	

	

Προβολή		Διανύσµατος		σε		Διάνυσµα		

5.97	Αν		αEE⃗ = (2	, 3)		και		βE⃗ = (−1	, 4)	,	να	βρείτε	την	προβολή	του		αEE⃗ 		πάνω	στο		βE⃗ 								

5.98	Αν		αEE⃗ = (1	, 3)		και		βE⃗ = (9	, 7)	,		να	βρείτε	την	προβολή	του	βE⃗ 			πάνω	στο		αEE⃗ 							

5.99	Αν	|αEE⃗ | = 2	,	IβE⃗ I = 1	, iαEE⃗ 	, βE⃗j k =	
	B	
+
			να	βρείτε	την	προβολή		του	βE⃗ 			πάνω	στο		αEE⃗ 																											

5.100		Αν	|αEE⃗ | = 1	,	IβE⃗ I = 2	, iαEE⃗ 	, βE⃗j k =	
	B	
+
			να	βρείτε	την	προβολή	του		vE⃗ = 2αEE⃗ − βE⃗ 																												

πάνω	στο		αEE⃗ 																			

5.101	Αν	τα	διανύσµατα			αEE⃗ 	, βE⃗ 		είναι	µοναδιαία	και	κάθετα	,	να	βρείτε	την	προβολή																					
του	διανύσµατος		vE⃗ = αEE⃗ − βE⃗ 		πάνω	στο		uE⃗ = αEE⃗ + 2βE⃗ 																												

5.102	Δίνεται	τρίγωνο	ΑΒΓ	µε		Α(1	, −3)	, Β(−3	, 0)	και	Γ(4	, 4)	.	Αν	ΑΔ	το	ύψος																													
του	τριγώνου	ΑΒΓ	,	τότε	να	υπολογίσετε	τις	συντεταγµένες	του	διανύσµατος		ΒΔEEEEE⃗ 									

5.103	Δίνονται	τα		διανύσµατα		αEE⃗ = (4	, 3)		και		βE⃗ = (−8	, 6)																																																																																																													
α)	Να	δείξετε	ότι	η	γωνία	των	διανυσµάτων		αEE⃗ 	, βE⃗ 		είναι	αµβλεία																																																																																																				
β)	Να	βρείτε	το	µήκος	της	προβολής		του		βE⃗ 		πάνω	στο		αEE⃗ 																

5.104	Αν		αEE⃗ = (4	, 3)		και		βE⃗ = (−1	, −3)	,	να	υπολογίσετε	το	µέτρο		Iπροβ)**⃗ 		|2αEE⃗ − βE⃗ }I					

5.105	Δίνονται	τα		διανύσµατα		αEE⃗ = (1	, 7)		και		βE⃗ = (2	, 4)																																																																																																																	
α)	Να	βρείτε	την	προβολή	του		αEE⃗ 		πάνω	στο		βE⃗ 																																																																																																																																					
β)	Να	αναλύσετε	το	διάνυσµα		αEE⃗ 		σε	δύο	κάθετες	µεταξύ	τους	συνιστώσες																																					
από	τις	οποίες	η	µια	να	είναι	παράλληλη	στο		βE⃗ 																																																																																																																																																																																				

5.106	Να	αναλύσετε	το	διάνυσµα		δE⃗ = (1	, 5)	σε	δύο	κάθετες	µεταξύ	τους	συνιστώσες																			
από	τις	οποίες	η	µια	να	είναι	παράλληλη	στο		αEE⃗ = (1	, −1)							
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5.107	Να	αναλύσετε	το	διάνυσµα		βE⃗ = (1	, 2)	σε	δύο	κάθετες	µεταξύ	τους	συνιστώσες																
από	τις	οποίες	η	µια	να	είναι	παράλληλη	στο		αEE⃗ = (−1	, 1)											

5.108	Αν	|αEE⃗ | = 2,	IβE⃗ I = 8, iαEE⃗ 	, βE⃗j k =	
	B	
+
		και	προβ)**⃗ 	|x ∙ αEE⃗ + βE⃗ } = 5 ∙ αEE⃗ 	,																																																				

να	βρεθεί	ο	πραγµατικός	αριθµός		x.					

5.109	Δίνονται	τα		διανύσµατα			αEE⃗ 	, βE⃗ 		µε		προβ/**⃗ 	αEE⃗ =
	2	
3 β
E⃗ 		και		προβ)**⃗ 	βE⃗ =

	3	
4 αEE⃗ 	.																																																																											

α)	Να	δείξετε	ότι		|αEE⃗ | = 	232	
3 	IβE⃗ I																																																																																																																																																																	

β)	Να	βρείτε	τη	γωνία	iαEE⃗ 	, βE⃗j k						

5.110	Δίνονται	τα		διανύσµατα			αEE⃗ 	, βE⃗ 		µε		2αEE⃗ + 3βE⃗ = (4	, −2)			και			αEE⃗ − 3βE⃗ = (−7	, 8)	.																																																												
α)	Να	βρείτε	τις	συντεταγµένες	των		αEE⃗ 	, βE⃗ 																																																																																																																																														
β)	Να	βρείτε	τον	πραγµατικό	αριθµό	κ		αν	ισχύει		|καEE⃗ + βE⃗ } ⊥ |2αEE⃗ + 3βE⃗ }																																																																																			
γ)		Να	αναλύσετε	το	διάνυσµα		γE⃗ = (3	, −1)	σε	δύο	κάθετες	µεταξύ	τους	συνιστώσες																			
από	τις	οποίες	η	µια	να	είναι	παράλληλη	στο		αEE⃗ = (−1	, 2)	.																																																																																																																
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Τυπολόγιο	στα	Διανύσµατα	
	

1.	Μέσο	Τµήµατος																																																																																																																																																																																																																	
α.	Οι	συντεταγµένες	του	µέσου	Μ	του	τµήµατος	ΑΒ	είναι:	Μ!)!	*	)"

$
	 , +!*+"

$
$																																																																																																											

β.	Αν	Ο	σηµείο	αναφοράς		τότε	ισχύει		ΟΜEEEEEE⃗ =		
,-......⃗ *	,0......⃗

$
	

2.	Τµήµα	µε	γνωστά	τα	άκρα																																																																																																																																																																																										
α.	Οι	συντεταγµένες	του	διανύσµατος		ΑΒEEEEE⃗ 		είναι		ΑΒEEEEE⃗ = (x4 − x5	, y4 − y5)																																																																																																														
β.	Η	απόσταση	του	Α	από	το	Β	είναι	(ΑΒ) = ¨(x4 − x5)" + (y4 − y5)"														

3.	Μέτρο	και	Συντελεστής	Διεύθυνσης	διανύσµατος																																																																																																																																																				
α.	Αν	αEE⃗ = (x	, y)	τότε	το	µέτρο	του	είναι	:	|αEE⃗ | = ¨x" + y"																																																																																																																																																																				
β.	Αν	αEE⃗ =(x	,	y)	τότε	ο	συντελεστής	διεύθυνσης	του	είναι		λ)**⃗ =		

+
)
																																																																																																																								

γ.	Η	γωνία	ω	που	σχηµατίζει	µε	τον	άξονα	x’x	είναι		εφω = λ)**⃗ =		
+
)
						

4.	Παράλληλα	Διανύσµατα																																																																																																																																																																																																																	
α.	Ισχύει	η	ισοδυναµία		αEE⃗ ∥ βE⃗ 	⇔ det|αEE⃗ , βE⃗ } = 0																																																																																																																																																														
β.	Ισχύει	η	ισοδυναµία		αEE⃗ ∥ βE⃗ 	⇔ αEE⃗ = λβE⃗ 		.																																																																																																											
Αν	λ > 0	τα	διανύσµατα	είναι	οµόρροπα	και	λ < 0	αντίρροπα																																																																																	
γ.	Ισχύει	η	ισοδυναµία		αEE⃗ ∥ βE⃗ 	⇔		λ)**⃗ =	λ/**⃗ 																																																																																																																																																																																
δ.	Τα	σηµεία	Α	,Β	,	Γ	είναι	συνευθειακά	,	αν	και	µόνο	αν		ΑΒEEEEE⃗ ∥ ΒΓEEEE⃗ 						

5.	Κάθετα	Διανύσµατα																																																																																																																																																																																																														
α.	Ισχύει	η	ισοδυναµία		αEE⃗ ⊥ βE⃗ 	⇔ 	αEE⃗ ∙ βE⃗ = 0																																																																																																																																																																																																	
β.	Ισχύει	η	ισοδυναµία		αEE⃗ ⊥ βE⃗ 	⇔		λ)**⃗ 	λ/**⃗ = −1																																																																																											

6.	Εσωτερικό	Γινόµενο	Διανυσµάτων																																																																																																																																																																																								
α.	Για	τα	διανύσµατα		αEE⃗ 	, βE⃗ 		είναι	:		αEE⃗ ∙ βE⃗ = |αEE⃗ |IβE⃗ Iσυν|αEE⃗ , βE⃗ }																																																																																																																																																					
β.	Για	τα	διανύσµατα		αEE⃗ 	, βE⃗ 		είναι	:		αEE⃗ ∙ βE⃗ = 	 x!x" + y!y"		όπου	αEE⃗ = (x!, y!)	και	βE⃗ = (x", y")																																																																																				
γ.	Αν	τα		αEE⃗ 	, βE⃗ 		είναι	οµόρροπα	τότε	και	µόνο	τότε		αEE⃗ ∙ βE⃗ = |αEE⃗ |IβE⃗ I																																																																																																																																									
δ.	Αν	τα		αEE⃗ 	, βE⃗ 		είναι	αντίρροπα	τότε	και	µόνο	τότε		αEE⃗ ∙ βE⃗ = −|αEE⃗ |IβE⃗ I											

7.	Γωνία	δύο	Διανυσµάτων																																																																																																																																																																																																			

α.	Για	τα	διανύσµατα		αEE⃗ 	, βE⃗ 		είναι	:		συν|αEE⃗ , βE⃗ } =			
1..⃗ ∙3..⃗

|1..⃗ |∙53..⃗ 5
																																																																																																																																								

β.	Αν	τα		αEE⃗ 	, βE⃗ 		είναι	οµόρροπα	⇔		συν|αEE⃗ , βE⃗ } = 1	⇔	|αEE⃗ , βE⃗ } = 0°																																																																																																																																			
γ.	Αν	τα		αEE⃗ 	, βE⃗ 		είναι	αντίρροπα		⇔		συν|αEE⃗ , βE⃗ } = −1	⇔	|αEE⃗ , βE⃗ } = 180°				
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