
 

 

 Έστω α ένας πραγματικός αριθμός και Α  

το σημείο το οποίο παριστάνει τον αριθμό  

αυτό στον άξονα τον πραγματικών  αριθμών . 

Απόλυτη τιμή του α ονομάζεται η απόσταση 

 του σημείου Α από τη αρχή Ο του άξονα και  

συμβολίζεται με |α| .    

Δηλαδή |α| = |α–0| = (ΟΑ).     Άρα:  |α|
α ,   αν α 0

α ,    αν α<0










 

ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ  ΤΩΝ ΑΠΟΛΥΤΩΝ ΤΙΜΩΝ 

1. |α|  0  το  ‘=’  ισχύει μόνο όταν α=0. 

2. |α| = |–α|  0 

3. |α|  α   και |α|  –α  , δηλαδή   –|α|  α  |α| 

4. |α|2=α2  

5. Αν θ > 0, τότε : |x| = θ  x = θ ή  x = –θ 

6. |x| = |α|  x = α  ή  x = –α 

ΑΠΟΛΥΤΗ  ΤΙΜΗ  ΑΘΡΟΙΣΜΑΤΟΣ  ΚΑΙ  ΓΙΝΟΜΕΝΟΥ 

1. Η απόλυτη τιμή του γινομένου δύο αριθμών είναι ίση με το γινόμενο 

των απόλυτων τιμών τους, δηλαδή   |αβ| = |α||β| 

Απόδειξη: 

|αβ| = |α||β|  |αβ|2 = (|α||β|)2   |αβ|2 = |α|2|β|2   (αβ)2 = α2β2  που 

ισχύει. 

Παρατήρηση: Η ιδιότητα |αβ| = |α||β| ισχύει και για περισσότερους 

παράγοντες π.χ. |α1α2.....αν| = |α1||α2|....|αν| 

 

×΄ × Ο Α 
α 

|α| 

×΄ × Ο Α 
α 

|α| 

ΑΠΟΛΥΤΗ  ΤΙΜΗ  ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΟΥ  ΑΡΙΘΜΟΥ 



2. Η απόλυτη τιμή του πηλίκου δύο αριθμών είναι ίση με το πηλίκο των 

απόλυτων τιμών τους, δηλαδή 
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3. Η απόλυτη τιμή του αθροίσματος δύο αριθμών είναι ίση ή μικρότερη 

από το άθροισμα των απόλυτων τιμών των αριθμών αυτών,   

δηλαδή     |α+β|  |α| + |β| 

Απόδειξη: 

Επειδή |α+β| και |α| +|β|  είναι θετικοί αριθμοί έχουμε: 

|α+β|  |α| + |β|   |α+β|2  (|α| + |β|)2  

                         (α+β)2  |α|2 +2|α||β|+ |β|2  

                              α2 +2αβ +β2  α2 +2|α||β|+ β2  

                              2αβ  2|α||β|  2αβ  2|αβ|  αβ |αβ| που ισχύει 

    γιατί |α|  α για κάθε α 

    Προφανώς το ΄=΄  ισχύει μόνο όταν αβ = |αβ|  αβ  0 δηλαδή  όταν     

    α ,β ομόσημοι ή α=0 ή β=0 

  



 

ΑΠΟΣΤΑΣΗ  ΔΥΟ  ΑΡΙΘΜΩΝ 

Αν α , β δύο πραγματικοί που παριστάνονται πάνω στον άξονα με τα σημεία 

Α και Β αντίστοιχα, τότε το μήκος του τμήματος ΑΒ θα ονομάζεται απόσταση 

των αριθμών α και β. Δηλαδή ονομάζουμε απόσταση των αριθμών α και β την 

απόλυτη τιμή της διαφοράς τους.  d(α,β) = |α–β| 

 

Αν θ > 0, τότε : |x| < θ  –θ < x < θ 

 

Αν θ > 0, τότε : |x|   θ  –θ  x  θ 

 

Αν θ > 0, τότε : |x| > θ   x <–θ  ή  x > θ 

 

Αν θ > 0, τότε : |x|  θ   x  –θ  ή  x  θ 

 

 

 

  



 

 

1.  

 

 

2.  

 

 

3.  

 

 

4.  

 

ΒΑΣΙΚΕΣ   ΑΣΚΗΣΕΙΣ  



5. 

 

6.  

 

7.   Να αποδειχθεί |x+y|2 +|xy|2=2|x|2+2|y|2  

        |x+y|2 +|xy|2=(x+y)2 +(xy)2=x2+2xy+y2+ x22xy+y2 = 

                                           =2x2+2y2=2|x|2+2|y|2  

8. Αν |x|  1  και |y|  4, να αποδείξετε ότι: 

           i. |x+4y|  17   ii. |2x3y|  14 

          Ισχύει  |α+β|  |α| + |β| 

         i. |x+4y|  |x| + |4y| = |x| + 4|y|<1+44 = 17 Άρα |x+4y|  17. 

        ii. |2x3y|  |2x|+ | 3y| = 2|x|+3|y|  21+34 = 14 Άρα  |2x3y|  14 

 



9. Να αποδειχθεί ότι : |x+y|=|x|+|y|  x,y ομόσημοι ή x=0 ή y=0   

Παίρνουμε το δεδομένο  |x+y|=|x|+|y|  και με τετραγωνισμό έχουμε    

 |x+y|=|x|+|y|   

 |x+y|2=(|x|+|y|)2              

(x+y)2=|x|2+2|x||y|+|y|2   

x2+2xy+y2=x2+2|x||y|+y2  

2xy=2|x||y| xy=|xy|xy0  δηλαδή  x,y ομόσημοι ή x=0 ή y=0   

10 .Αν αβ0 και ισχύει |α+β|<|αβ|, να αποδείξετε ότι α|β|+β|α|=0 

|α+β|<|αβ|   |α+β|2<|αβ|2  (α+β)2<(αβ)2  

 α2+2αβ+β2 < α2 2αβ+β2  2αβ<2αβ  4αβ<0αβ<0   

Άρα  α, β ετερόσημοι. Διακρίνουμε περιπτώσεις: 

 Αν α>0  και β <0, τότε |α| = α  και |β| = β,  

οπότε α|β| + β|α| = α(β)+βα= αβ+αβ = 0 

 Αν α<0  και β >0, τότε |α| = α  και |β| =β,  

    οπότε α|β| + β|α| = αβ+β(α)=αβαβ = 0 

11. Να αποδειχθεί ότι για κάθε xR ισχύει η σχέση |x|3+1x2+|x|. 

|x|3+1  x2+|x|  |x|3+1x2|x| 0|x|3+1|x|2|x| 0 

|x|2(|x|1) +(1|x|)  0|x|2(|x|1)  (|x|1)  0  

 (|x|1)(|x|21)  0(|x|1)(|x|1)(|x|+1)  0(|x|1)2(|x|+1)  0 που 

αληθεύει γιατί (|x|1)2  0 και |x|+1  0.  



 

1.  Αν α<β<γ  να γραφτεί χωρίς απόλυτες τιμές η παράσταση   

Α=2|α–β|+3|γ–α|–|β–γ| 

 

2.  Αν x<α<β ή α<β<x να δειχθεί ||α–x|–|β–x||=|α–β| 

 

3.  Να γραφτεί χωρίς απόλυτες τιμές η παράσταση   Α =|x–3|+|x+4| 

 

4.  Έστω 1<α<3 .Να βρεθεί μεταξύ ποιών αριθμών  βρίσκεται η τιμή της 

παράστασης  Α=|α–1|–3|α|+|α+1|–4|5–α| 

 

5.  Να γραφτεί η παράσταση Α=|x+4|+|x–2|–2|x| χωρίς απόλυτα.  

6.  Να δειχθεί ότι || |
|

2 3
5 2 3

1
   

  
 




x| x||

x|  αν 2 x

  αν x 2 η΄ x 3
 

 

7.  Αν |x| 4,  |ψ|6 και |z| 7 να δειχθεί  –17x+ψ+z17 

 

8.  Αν |x|1,   |ψ|2,  |ω|3  να δειχθεί  |x+ψ+ω|6 

 

9.  Αν |x|2 να δειχθεί   |3x²–5x+1| 23 

 

10. Αν |x|>1 να δειχθεί  x
1

x
x x

1

x
    1 | |  

11. Αν |α|<1 και |β|<1 να δειχθεί 
α β

αβ





1

1  

 

12. Αν ισχύει ||α–β|–|α+β||=2|β| να δειχθεί |α||β| 

 

ΑΛΥΤΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ  



13. Αν αβ0 και 
|

|

α|β| β|α||

α| |β|




2  να δειχθεί α , β>0 .  

14. Αν α–1 και 
α

α





16

1
4  να δειχθεί |α|=4  

15. Αν α0 να δειχθεί  α
1

α
 2  

16. Αν |α+β|=|α–β| να δειχθεί ότι τουλάχιστον ένα από τα α, β είναι 0 

 

17. Να δείξετε ότι |x–ψ||x|+|ψ|. Να εξετάσετε πότε ισχύει η ισότητα . 

 

18. Να δείξετε |x|–|ψ||x+ψ| . Να εξετάσετε πότε ισχύει η ισότητα . 

  



 

  



 

 

 

 

 

  



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 


