
Ερωτήσεις ανάπτυξης 
 
1. ** Να βρεθεί η εξίσωση του κύκλου σε καθεµιά από τις παρακάτω 

περιπτώσεις:  

α) έχει κέντρο την αρχή των αξόνων και ακτίνα 2 2  
β) έχει κέντρο το σηµείο (3, - 1) και ακτίνα 5 
γ) έχει κέντρο το σηµείο (- 2, 1) και διέρχεται από το σηµείο (- 2, 3) 
δ) έχει διάµετρο το ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ µε Α (1, 3) και Β (- 3, 5) 
ε) διέρχεται από τα σηµεία (2, 1), (1, 2) και (-2, - 1) 

στ)  διέρχεται από τα σηµεία (3, 1), (- 1, 3) και έχει κέντρο πάνω στην ευθεία  
y = 3x - 2 

ζ) έχει κέντρο το σηµείο (8, - 6) και διέρχεται από την αρχή των αξόνων 
η) έχει κέντρο την αρχή των αξόνων και εφάπτεται της ευθείας 3x + y = 10 
θ) έχει ακτίνα 4, εφάπτεται στον άξονα x΄x και διέρχεται από το σηµείο (5, 4) 
ι)  έχει κέντρο το σηµείο (- 3, 2), εφάπτεται στον άξονα y΄y και διέρχεται από 

το σηµείο (- 6, 2) 
ια) έχει κέντρο το σηµείο (3, 3) και εφάπτεται των αξόνων x΄x και y΄y 
ιβ) έχει κέντρο το σηµείο (- 3, 1) και εφάπτεται στην ευθεία 4x - 3y + 5 = 0 

 
2. ** Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου που διέρχεται από το σηµείο (1, 0) και 

εφάπτεται στις ευθείες 3x + y + 6 = 0 και 3x + y - 12 = 0.  
 
3.  ** Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου, ο οποίος είναι εγγεγραµµένος στο 

τρίγωνο που σχηµατίζει η ευθεία x + y - 6 = 0 µε τους άξονες x΄x και y΄y.  
 
4. ** ∆ίνεται η ευθεία y = λx και ο κύκλος x2 + y2 - 4x + 1 = 0. Να βρεθεί η 

τιµή του λ ώστε η ευθεία:  
α) να τέµνει τον κύκλο 
β) να εφάπτεται του κύκλου 
γ) να µην έχει κοινά σηµεία µε τον κύκλο.  
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5. ** Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας που περνά από το κέντρο του κύκλου  
x2 - 2x + y2 - 6x = 0 και είναι κάθετη στην ευθεία x + 2y - 7 = 0.  
 

6. ** Να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτοµένων του κύκλου x2 + y2 = 4 που 
είναι παράλληλες στην ευθεία x + y = 0. 
 

7. ** Να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτοµένων του κύκλου x2 + y2 = 9 που 
γράφονται από το σηµείο (0, 6).  
 

8. ** Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου που εφάπτεται στην ευθεία y = x και 
είναι οµόκεντρος του κύκλου x2 + y2 - 2x + 4y + 1 = 0. 

 
9. ** ∆ίνεται ο κύκλος x2 + y2 - 2x - 1 = 0 και η ευθεία y = x - 3. Να αποδείξετε 

ότι η ευθεία εφάπτεται του κύκλου και στη συνέχεια να βρείτε το σηµείο 
επαφής.  

 
10. ** ∆ίνονται τα σηµεία Α (1, 2), Β (2, 4) και Γ (3, 1).  

α) Να αποδειχθεί ότι: γωνία ΒΑΓ = 90° 
β) Να βρεθεί η εξίσωση του κύκλου που διέρχεται από τα σηµεία Α, Β και Γ.  

 
11. ** Να βρεθεί η εξίσωση του κύκλου που διέρχεται από τα σηµεία Α (3α, 0),  

Β (0, 3α) και Γ (0, - 3α), α > 0.  
 

12. ** Να αποδειχθεί ότι το σύνολο των σηµείων Μ (x, y) του επιπέδου που 
ικανοποιούν τις εξισώσεις xσυνθ - yηµθ = συν2θ και xηµθ + yσυνθ = ηµ2θ, θ 
∈ R, βρίσκονται σε κύκλο.  

 
13. ** Να βρεθεί η εξίσωση του κύκλου που έχει το κέντρο του στην ευθεία  

(ε): 2x + y + 1 = 0 και διέρχεται από τα σηµεία Α (- 1, 2) και Β (3, - 1).  
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14. ** Να αποδειχθεί ότι οι κύκλοι C1: (x - 2)2 + y2 = 4 και C2: x2 - 2x + y2 = 0 
εφάπτονται εσωτερικά.  

 
15. ** Να βρεθεί η αναγκαία και ικανή συνθήκη για να είναι οµόκεντροι οι 

κύκλοι C1: x2 + y2 + Α1x + B1y + Γ1 = 0 και C2: x2 + y2 + Α2x + B2y + Γ2 = 0.  
 
16. ** Να αποδειχθεί ότι ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων Μ (x, y) του επιπέδου 

των οποίων το άθροισµα των τετραγώνων των αποστάσεων από τα Α, Β, Γ 
µε Α (1, - 1), Β (- 1, 2), Γ (0, 2) είναι σταθερό c, είναι κύκλος µε κέντρο το 
βαρύκεντρο του τριγώνου ΑΒΓ (για κατάλληλο c).   

 
17. ** Να δειχθεί ότι η εξίσωση x2 + y2 + λx = 0 παριστάνει κύκλο για κάθε  

λ ∈ R*. Να βρεθεί η γραµµή πάνω στην οποία βρίσκονται τα κέντρα αυτών 
των κύκλων.  

 
18. ** Θεωρούµε τον κύκλο C: x2 + y2 + 4y = 0 και το σηµείο Α (- 1, - 1). Να 

βρεθεί η εξίσωση ευθείας που ορίζει στον κύκλο χορδή, µε µέσο το σηµείο 
Α.  

 
19. ** Να βρεθεί η εξίσωση της παραβολής µε κορυφή το (0, 0) στις παρακάτω 

περιπτώσεις:  
α) είναι συµµετρική ως προς το θετικό ηµιάξονα Οx και έχει παράµετρο p = 5 
β) είναι συµµετρική ως προς τον άξονα Οx και διέρχεται από το σηµείο (- 1, 4) 
γ) είναι συµµετρική ως προς τον άξονα Οy και διέρχεται από το σηµείο (2, 2) 
δ) έχει άξονα συµµετρίας τον Οy και εστία Ε (0, - 4)  
ε) έχει εστία Ε (- 2, 0) και διευθετούσα δ: x - 2 = 0  

στ) έχει άξονα συµµετρίας τον Οx και εφάπτεται της ευθείας y = 4x + 1 
 
20. ** Να βρεθεί η σχετική θέση της ευθείας x + y + 1 = 0 ως προς την παραβολή 

y2 = 2x. 
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21. ** Να βρεθούν οι εξισώσεις των εφαπτοµένων της παραβολής y2 = 3x στα 
σηµεία (0, 0) και (12, 6). 

 

22. ** Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτοµένης της παραβολής y2 = 3x που είναι 
παράλληλη στην ευθεία 2x - y + 1999 = 0. 

 

23. ** Από το σηµείο (- 2, 3) προς την παραβολή y2 = 8x γράφονται δύο 
εφαπτόµενες ευθείες. 
α) Να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτοµένων αυτών ευθειών. 
β) Να αποδείξετε ότι οι εφαπτόµενες αυτές ευθείες είναι κάθετες.  

 

24. ** Έστω η παραβολή y2 = 4px, p > 0. Μια χορδή της ΑΒ είναι κάθετη στον 

άξονα και έχει µήκος 8p. Να αποδειχθεί ότι ΟΑ ΟΒ  = 0.  
 

25. ** Ισόπλευρο τρίγωνο ΟΑΒ είναι εγγεγραµµένο στην παραβολή y2 = 4px µε 
κορυφή το Ο. Να βρεθούν οι εξισώσεις των πλευρών του.  

 
26. ** Έστω η παραβολή C: y2 = 2px και µια χορδή της ΑΒ παράλληλη µε τον 

άξονα y΄y, η οποία περνάει από την εστία. Να αποδειχθεί ότι:  
α) (ΑΒ) = 2 (ΕΚ), όπου Κ το σηµείο που τέµνει ο άξονας x΄x τη διευθετούσα 
β) οι εφαπτόµενες στα Α και Β διέρχονται από το Κ 

 

27. ** ∆ίνεται η παραβολή C: y2 = 2px και δύο χορδές ΟΒ, ΟΓ, ώστε γωνία  
ΒΟΓ = 90°. Να αποδειχθεί ότι η ΒΓ διέρχεται από σταθερό σηµείο.  

 

28. ** ∆ίνεται η παραβολή 2y2 = x.  
α) Να βρεθούν η εστία και η διευθετούσα της. 
β) Να βρεθεί η απόσταση του σηµείου της Α (2, 1) από την εστία Ε και να 

συγκριθεί µε την απόσταση (ΟΕ). 
γ) Να αποδείξετε ότι σε κάθε παραβολή το σηµείο της µε τη µικρότερη 

απόσταση από την εστία είναι η κορυφή της Ο. 
δ) Να βρεθεί σηµείο στην παραβολή y2 = 2px που να απέχει από την εστία Ε 

απόσταση διπλάσια της ΟΕ. 
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29. ** ∆ίνεται η παραβολή y2 = 4x και η ευθεία (ε): y = x - 1.  
α) Να δείξετε ότι η (ε) περνά από την εστία της παραβολής. 
β) Να βρείτε τα κοινά σηµεία Α, Β της (ε) και της παραβολής. 
γ) Να δείξετε ότι οι εφαπτόµενες της παραβολής στα σηµεία Α, Β είναι 

κάθετες. 
δ) Να δείξετε ότι κάθε ευθεία που περνά από την εστία και τέµνει την 

παραβολή σε δύο σηµεία έχει την ιδιότητα (γ).  
 
30. ** ∆ίνεται η παραβολή y2 = 2px. Θέτουµε x΄ = αx και y΄ = αy, α ≠ 0. Να 

αποδειχθεί ότι το σηµείο (x΄, y΄) κινείται πάλι σε παραβολή.  
 
31. ** ∆ίνονται τα σηµεία του επιπέδου (x, y) = (2pκ2, 2pκ) µε κ ∈ R.  

α) Να αποδειχθεί ότι τα σηµεία αυτά ανήκουν σε µια παραβολή 

β) Αν Α (2p , 2pκ2
1κ 1), Β (2p , 2pκ2

2κ 2) είναι δύο σηµεία της παραβολής 

αυτής, να αποδειχθεί ότι αν η ΑΒ διέρχεται από την εστία, είναι 4κ1κ2 = - 
1.   

 

32. ** Αν (ε) είναι η εφαπτοµένη της έλλειψης C: 2

2

β
x  + 2

2

α
y  = 1 στο Μ1 (x1, y1), 

να αποδείξετε ότι η κάθετη στην (ε) έχει συντελεστή διεύθυνσης  

λ =  2

2

α
β

1

1

y
x

. 

 
33. ** ∆ίνεται ο κύκλος x2 + y2 = 2 και η παραβολή y2 = 8x. 

α) Να βρεθούν οι κοινές εφαπτόµενες του κύκλου και της παραβολής. 
β) Να αποδείξετε ότι οι εφαπτόµενες αυτές είναι κάθετες.  

 
34. ** ∆ίνεται σταθερό σηµείο Α και ευθεία (ε) που δεν διέρχεται από το Α. Να 

αποδείξετε ότι ο γεωµετρικός τόπος των κέντρων των κύκλων που διέρχονται 
από το Α και εφάπτονται στην (ε), είναι παραβολή.  
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35. ** Να γραφεί η εξίσωση της έλλειψης που έχει µεγάλο και µικρό άξονα µε 
µήκος 6 και 4 µονάδες αντιστοίχως και έχει εστίες πάνω στον άξονα x΄x 
συµµετρικές ως προς την αρχή των αξόνων.  

 
36. ** Να βρεθεί η εκκεντρότητα και οι εστίες καθεµιάς από τις παρακάτω 

ελλείψεις:  

α)  
4

x 2

 + y2 = 1 

β)  4x2 + 9y2 = 36  
γ)  9x2 + 25y2 = 225 

 
37. ** Να εξετάσετε αν υπάρχει έλλειψη στην οποία ένα σηµείο της Μ να 

σχηµατίζει µε τις εστίες Ε΄ και Ε ισόπλευρο τρίγωνο.  
 
38. ** Ο κύκλος µε κέντρο το Ο (0, 0) και ακτίνα β διέρχεται από τις εστίες της 

έλλειψης 2

2

α
x  + 2

2

β
y  = 1 µε α > β. Να βρεθεί η εκκεντρότητα της έλλειψης.  

 

39. ** ∆ίνεται η έλλειψη C: 2

2

α
x  + 2

2

β
y  = 1. Να αποδείξετε ότι και η έλλειψη µε 

εξίσωση 2

22

α
xκ  + 2

22

β
yκ  = 1 έχει την ίδια εκκεντρότητα µε τη C.  

 

40. ** Να συγκριθούν οι εκκεντρότητες των ελλείψεων C1: 2

2

α
x  + 2

2

β
y  = 1 και  

C2: 4

2

α
x  + 4

2

β
y  = 1, µε α > β.  

 

41. ** Να βρεθεί η µορφή της εξίσωσης της έλλειψης µε εκκεντρότητα ε = 
2
2 .  
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42. ** Θεωρούµε την υπερβολή C: x2 - y2 = 1 και την ευθεία  (ε): x + 2y = α.  
Να βρεθούν οι τιµές του α, για τις οποίες η (ε) εφάπτεται στη C.  

 
 

43. ** ∆ίνεται ο κύκλος x2 + y2 = 4 και η έλλειψη 
2

x 2

 + 
6

y2

 = 1.  

α) Να δείξετε ότι το σηµείο (1, - 3 ) είναι κοινό τους σηµείο και στη 

συνέχεια να βρείτε όλα τα κοινά σηµεία.  
β) Να δείξετε ότι τα κοινά τους σηµεία είναι κορυφές ορθογωνίου παραλ-

ληλογράµµου. 

γ)  Να βρεθούν τα σηµεία Μ (x0, y0) ώστε   = 4 και (Ε΄Μ) + (ΕΜ) = 

2

2
0x  + 2

0y

6  (Ε΄, Ε οι εστίες της έλλειψης).   

 
 
44. ** Να βρεθούν οι εφαπτόµενες της έλλειψης 9x2 + 16y2 = 144 που είναι:  

α) παράλληλες προς την ευθεία (ε): x + y = 0 
β) κάθετες στην ευθεία (ε).  

 
 

45. ** ∆ίνεται η έλλειψη 2

2

α
x  + 2

2

β
y  = 1.  

α) Να δείξετε ότι το τετράπλευρο Ε΄ΒΕΒ΄ είναι ρόµβος (Ε΄, Ε οι εστίες,  
Β, Β΄ τα άκρα του µικρού άξονα) 

β) Να βρεθεί το εµβαδόν του ρόµβου.  
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46. ** Ο κύκλος µε εξίσωση x2 + y2 = 16 διέρχεται από τις κορυφές της 
υπερβολής C του διπλανού σχήµατος, της οποίας η µια ασύµπτωτη έχει 
εξίσωση  

y = - 
3
4  x. Να βρεθούν:  

α) οι εστίες της υπερβολής 
β) η εστιακή της απόσταση 
γ) η εξίσωσή της 
δ) να προσδιοριστεί το ορθογώνιο βάσης της 

υπερβολής 
ε) η εκκεντρότητά της.  

x

y
C

 
 
47. ** Να βρείτε την εξίσωση της υπερβολής που έχει τις εστίες της στον άξονα 

x΄x συµµετρικές ως προς την αρχή των αξόνων και ακόµα:  

α) έχει εστιακή απόσταση (Ε΄Ε) = 6 και εκκεντρότητα ε = 
2
3  

β) έχει εστιακή απόσταση (Ε΄Ε) = 20 και εξισώσεις ασυµπτώτων y = 
3
4  x 

και y = - 
3
4  x. 

γ) έχει εστιακή απόσταση (Ε΄Ε) = 4 και ασύµπτωτες τις διχοτόµους των 
γωνιών των αξόνων. 

 

48. ** Έστω η υπερβολή C: 2

2

α
x  + 2

2

β
y  = 1. Να δειχθεί ότι κάθε παράλληλη προς 

µια ασύµπτωτη τέµνει την υπερβολή σ’ ένα µόνο σηµείο.  
 
49. ** Έστω Μ τυχαίο σηµείο της υπερβολής y2 - x2 = α2, (ε) η εφαπτοµένη στο 

Μ και Α, Β τα σηµεία που η (ε) τέµνει τις ασύµπτωτες. Τότε το εµβαδόν του 
τριγώνου ΟΑΒ είναι σταθερό.  
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50. ** Έστω κύκλος µε εξίσωση x2 + y2 = α2. Αν θέσουµε x = x΄ και y = cy΄, να 
αποδείξετε ότι το σηµείο (x΄, y΄) ανήκει σε έλλειψη. 

 

51. ** ∆ίνεται η υπερβολή C: 2

2

α
x  - 2

2

β
y  = 1 και Μ (x1, y1) ένα σηµείο της 

διαφορετικό από τις κορυφές της. Αν η κάθετη (ε΄) της (ε) στο Μ τέµνει τους 
άξονες x΄x, y΄y στα Γ και ∆ αντίστοιχα (ε η εφαπτόµενη στο Μ) 
α) να βρεθεί συναρτήσει των x1, y1 η εξίσωση της (ε΄) 
β) να βρεθούν οι συντεταγµένες των Γ και ∆ 
γ) να βρεθούν οι συντεταγµένες του µέσου Ν του Γ∆ 
δ) να αποδειχθεί ότι ο γεωµετρικός τόπος του Ν είναι µια υπερβολή C1 
ε) να αποδειχθεί ότι οι υπερβολές C και C1 έχουν τις ίδιες εκκεντρότητες, 

αλλά τις εστίες σε διαφορετικούς άξονες.  
 

52. ** Ο κύκλος του διπλανού σχήµατος διέρχεται 
από την εστία της παραβολής. Να βρεθούν οι 
εξισώσεις του κύκλου και της παραβολής.  

y

x
10

C

 
 
53.  ** Στο διπλανό σχήµα ο πρώτος 

κύκλος C0 έχει εξίσωση x2 + y2 = ρ2 
και όλοι οι κύκλοι είναι ίσοι. Να 
βρεθούν:  
α)  οι εξισώσεις των κύκλων  

C1, C2, … Cν (συναρτήσει του ρ)

 
y

x
0 K1 K2 Kv

...

 
β) το άθροισµα των αποστάσεων των κέντρων Κ1, Κ2, … Κν από το κέντρο Ο 
γ) οι κοινές εφαπτόµενες όλων των κύκλων.  
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54. ** Να υπολογίσετε το εµβαδόν του τριγώνου που σχηµατίζεται από τις 

ασύµπτωτες της υπερβολής 
16
x 2

 - 
9
y2

 = 1 και την ευθεία y = 2.  

 
 
55. ** Να βρεθούν οι εξισώσεις των εφαπτοµένων της υπερβολής 25x2 - 4y2 = 

100 που είναι παράλληλες προς την ευθεία 3x - y = 0.  
 
 
56. ** Να βρείτε την εξίσωση της ισοσκελούς υπερβολής που έχει τις ίδιες εστίες 

µε την έλλειψη 
25
x 2

 + 
16
y2

 = 1.  

 
57. ** Σε µια τετράγωνη πλατεία πλευράς 70 m, 

υπάρχει µια µικρή τεχνητή λίµνη κυκλικού 
σχήµατος. Προκειµένου να βρεθεί η ακτίνα της 
λίµνης, τρεις µαθητές επέλεξαν τρία τυχαία 
σηµεία της περιφέρειάς της Α, Β, Γ και µέτρησαν 
τις αποστάσεις τους από τις πλευρές της 
πλατείας, όπως δείχνει το σχήµα.  

y

x0 70

70

70 70
10

30

24 28 28
24

A
B Γ

 

α) Στο σύστηµα αξόνων Οxy να τοποθετήσετε τα σηµεία Α, Β, Γ.  
Να θεωρήσετε ότι η απόσταση 1 στους άξονες αντιστοιχεί σε 10 m.  

β)  Να υποθέσετε ότι η λίµνη έχει αντίστοιχο σχήµα στους άξονες τον κύκλο 
x2 + y2 + κx + λy + µ = 0 πάνω στον οποίο βρίσκονται τα Α, Β, Γ. Να 
υπολογίσετε τα κ, λ, µ.  

γ)  Να βρείτε την ακτίνα της λίµνης.  
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58.  ∆ίνονται οι κύκλοι C1: x2 + y2 = 1 και C2: (x - 3) 2 + (y - 2) 2 = 4.  
α) Να δείξετε ότι δεν έχουν κοινό σηµείο.  
β) Να βρείτε την εξίσωση της διακέντρου.  
γ) Από όλα τα ζεύγη σηµείων (Α, Β), όπου το Α ανήκει στον C1 και το Β 

στον C2, να βρεθεί αυτό για το οποίο τα Α, Β απέχουν τη µικρότερη 
απόσταση.  

δ) Να βρεθεί το ζεύγος σηµείων (Γ, ∆) (το Γ στον C1, το ∆ στον C2) µε τη 
µεγαλύτερη απόσταση.  

 

59.  ∆ίνονται τα σηµεία Α (- 2, 0), Β (2, 0) και Μ1 (1, 3 ).  

α)  Να δείξετε ότι Μ1Α  Μ⊥ 1Β.  
β)  Να βρεθεί η εξίσωση του κύκλου που περνά από τα σηµεία Α, Β, Μ1. 

γ) Να δείξετε ότι το σηµείο Μ2 (- 1, 3 ) ανήκει στον κύκλο και  

Μ2Α  Μ⊥ 2Β. 
δ)  Να δείξετε ότι κάθε σηµείο Μ (x0, y0) για το οποίο ισχύει ΜΑ  ΜΒ, 

ανήκει στον κύκλο του ερωτήµατος (β).  
⊥

 

60.  ∆ίνεται η υπερβολή 2

2

α
x  - 2

2

β
y  = 1 µε κλάδους C1 και C2 και τυχαίο σηµείο 

της Μ (x1, y1) στον κλάδο C1  (y1 ≠ 0).  
α) Να γράψετε την εξίσωση της εφαπτόµενης (ε) στο σηµείο Μ και να βρείτε 

τα σηµεία τοµής της (ε) µε τους άξονες.  
β) Να δείξετε ότι η (ε) τέµνει τον x΄x σε σηµείο µεταξύ των κορυφών της 

υπερβολής.  
γ) Με δεδοµένο ότι η (ε) τέµνει τον κλάδο C2 στο Μ΄ (x2, y2), να δείξετε ότι 

y1.y2 < 0.  
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