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�� �� ����	� M �	
�� �
�� ��� ����������� �������� AB� �� ������ �	�
���
�������� ������� ��� 
� �������� ���� �� ����
���
���������

−−→
AM =

−−→
MB

�� ��� �� ����	� A,B,Γ ��� M �	
�� �
 ��� ���

−−→
AM =

1
2

(−−→
AB + −→

AΓ
)

�� �����	!��� ��� �� M �	
�� �
�� ��� BΓ�

"� ��� �� ����	� A,B,Γ,Δ �	
�� �
 ��� ���

−→
BΓ + −→

AE = −−→
AΔ + −−→

BE

�� �����	!��� ��� �� Γ,Δ ����	����
�

#� ��� �� ����	� A,B,Γ,Δ,M,Σ �	
�� �
 ��� ���
−−→
BA+−−→

MΣ = −−→
MΓ+−→ΔΣ�

�� �����	!��� ��� �� ������$���� BAΓΔ �	
�� ����$$�$��������

%� �� �����	!��� ��� �
 �α − �β + �γ = 2
(

�β + �γ
)
−

(
�β + �γ

)
���� �α//�β�

&� '
 ��()�� 3−→u + 4−→v = −→α * 4−→u − 3−→v = −→
β 
� ��������� �� −→u ,−→v

��
������� � 
 −→α ,
−→
β

��������� �u = 3
25

�α + 4
25

�β� �v = 4
25

�α − 3
25

�β�

+� ,-�� ����$$�$������� ABΓΔ ��� O �� �

��� ����

.�/0 �� �����	!��� ���
−→
OA + −−→

OB + −→
OΓ + −−→

OΔ = −→0 �
.1/0 �� �����	!��� ��� ��� ����������� ����	� ��� ����
��� M ��()��−−→

MA + −−→
MB + M

−→Γ + −−→
MΔ = 4−−→MO�

2� ,-�� ���
−−→
AM = λ

−−→
AB� �� �����	!��� ��� ��� ����������� ����	� O

��()�� −−→
OM = (1 − λ)−→OA + λ

−−→
OB

3 � �	
���� � ��$����	� �(
�� ���

−−→
AM = 1

2

−−→
AB4

��������� �� M �� �	
�� �
�� ��� AB ��� ��������� � �
���� ��
��
−−→
OM = 1

2

�−→
OA +

−−→
OB

�

5� ,-�� ��	� 
� ABΓ ��� ����	�X,Y,Z �����6
−−→
BX = 5−→BΓ* −→ΓY = 5−→ΓA*−→

AZ = 5−−→AB� �� �����	!��� ���
−−→
AX + −−→

BY + −→ΓZ = −→0 �
�7� ,-�� �� ����$$�$������� ABΓΔ� �� �����	!��� ��� ��� �����������

����	� M ��()��
−−→
MA + −−→

MΓ −−−→
MB −−−→

MΔ = −→0
���� ���� ��� 	 
���
��
 �� ���
�
 ���������
 ����
� λ
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��� ,-�� �� ����	� A,B,Γ, O �
���� ����
−→
OΓ = p

−→
OA + q

−−→
OB ���� p, q

�	
�� ����������	 ������	 �� p + q = 1� �� �����	!��� ��� �� ����	�
A,B,Γ �	
�� ��
���������

��� ,-�� �� ������� ����	� A,B ��� �� ����	� O� 8� ���� ������ x
�
������(�)�� 

� ����	� M �
���� ����

−−→
OM = (1 − λ)−→OA + λ

−−→
OB�

�� �����	!��� ��� �� ����	� M �
���� ���
 ����	� AB�

�"� ,-�� �� ������� ����	� A,B ��� �� ����	� O� 8� ���� ������ x
�
������(�)�� 

� ����	� M �
���� ����

−−→
OM = 3 (1 − λ)−→OA+3λ−−→OB�

�� �����	!��� ��� �� ����	� M �
���� �� ������� ����	��

�#� ,-�� ��� �α �= �0� �� 1��	�� ��� ���
� ���
� ��� λ ��()��∣∣(λ2 − 5λ + 10
)
�α
∣∣ = |−�α| + |3�α|

��������� λ = 2� λ = 3

�%� 8�� �(��� �� K,Λ �	
�� �
�� � 
 AB,AΓ ��� �� P,Ψ �
�� � 
 KB
��� ΛΓ�
�� �����	!��� ���

−−→
PΨ = 3

4

−→
BΓ

Α

Β

ΓΡ

ΨΚ

Λ

�&� ,-�� �� ���
)����� �u,�v, �w ��� �� ����	� O,A,B,Γ �
���� ����6−→
OA = �u − �v + 2�w*

−−→
OB = �u − 2�v + �w*

−→
OΓ = �u − 5�v − 2�w

�� �����	!��� ��� �� ����	� A,B,Γ �	
�� ��
���������

�+� ,-�� �� ���
)�����
−→
OA = �α*

−−→
OB = �β ���

−→
OΓ = �γ�

.�/0 �� �����	!��� ��� �
 18�α − 31�β + 13�γ = �0 ���� �� A,B,Γ �	
��
��
���������

.1/0 ���������	
 �� �����	!��� ��� �
 ����(��
 ������	 κ, λ, μ �
�����
����6

i� 9������ ��� ���� κ, λ, μ �	
�� �������� ��� ����
���

ii� κ + λ + μ = 0
iii� κ�α + λ�β + μ�γ = �0

���� �� A,B,Γ �	
�� ��
���������
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��	� ���
)����� 
(��
 �������� 7* �
��� � ��� ���
� ��(�� �� �����	:
!��� ��� �� �
���� ���� �	
�� �����
� ����$�)��� �����
�� ��� ���	��

� ���$��	���� ��
 �$�����
���������

√
3

�5� ,-�� ��	� 
� ABΓ ��� ����	� Δ, E �
���� ����
−−→
AΔ = x

−−→
AB + −−→

yAΓ*−→
AE = y

−−→
AB + x

−→
AΓ� �� �����	!��� ��� −−→ΔE//

−→
BΓ�

�7� ,-�� �� ����	� A,B,Γ ��� �� ������	 p, q, r� �� �����	!��� ��� ��� ����
�
�� ��� ����	��M �� ���
���� (p − q)−−→AM+(q − r)−−→BM+(r − p)−−→ΓM
�	
�� ��������

��� �� �����	!��� ��� �
 |�α| ≤ 2*
∣∣∣�β∣∣∣ ≤ 5 ����

∣∣∣4�α + 3�β
∣∣∣ ≤ 23�

��� �� �����	!��� ��� �

∣∣∣4�α + 3�β

∣∣∣ ≤ 1 ���
∣∣∣3�α + 4�β

∣∣∣ ≤ 1 ����
∣∣∣�α + �β

∣∣∣ ≤ 2
7 �

�"� 8�� �(��� �� ������$���� ABΓΔ
�	
�� ����$$�$������� ��� �� K,Λ
�	
�� �
�� � 
 BΓ,ΓΔ� �� ��:
������� �� ���
)�����

−→
OΛ −−→

KΔ*−−→
OK*

−−→
KΛ  � ��������)� ��
���:

���)� � 
 �u,�v�

���������
−→
OΛ = 0�u + 1

2
�v�

−−→
KΔ = (−1) �u+

1
2
�v�

−−→
OK = 1

2
�u + 0�v�

−−→
KΛ = − 1

2
�u + 1

2
�v

� ��� �

� �

��� � �

�

�#� �� �����	!��� ��� �
 �� ���
)����� �α* �β ��
 �	
�� ����$$�$� ���� ���
�� ���
)����� �u = 2�α + 3�β* �v = 4�α − 3�β ��
 �	
�� ����$$�$��

�%� ��� �� ���
)����� �α* �β �	
�� �
 ��� ��� ��
 �	
�� ����$$�$�� �� $)����
��
 �!	� �� .��
 ���� � x0

(
x2 − 1

)
�α +

(
x2 − 3x + 2

)
�β = �0

���������x = 1�

�&� ,-�� ��	� 
� ABΓ ��� �� ����	�
K,Λ 
��� ����

−−→
AK = 1

3

−−→
AB ���−→

AΛ = 2
3

−→
AΓ ,-�� M �� ����	:

� ����� � 
 ΓK* BΛ� ;���(��

������	 κ, λ ����

−−→ΓM = κ
−→ΓK*−−→

BM = λ
−→
BΛ� <
�������� �u =−−→

AB* �v = −→
AΓ� �� �����	!��� ���6

.�/0
−−→
AM = κ

3�u + (1 − κ)�v

.1/0
−−→
AM = (1 − λ)�u + 2λ

3 �v

.�/0
−−→
AM = 1

7�u + 4
7�v
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�+� ,-�� ����$$�$������� ABΓΔ
��� Λ �� �
�� ��� ΓΔ� ,-�� Σ ��
����	� ����� ��� AΛ ��� BΔ� ':
��) ��������� �� ���
����

−→ΔΣ  �
�������� ��
������ � 
 �u,�v .��	:
�� ��� ��
 ������ �+0 
� �����	!�:
�� ���

−→ΔΣ = 1
3

−−→ΔB�

� ��� �

� �

���
�

�

�2� ,-�� 

� ��
�
��� ��
��� 
� $ ABΓΔE .�$�� �� �$���
� ��� �$�� ��
� 
	�� ��� �	
�� 	���0 ��� O �� �

��� ����

�

�

�

� �

�

�� �����	!��� ���
−→
OA + −−→

OB + −→
OΓ + −−→

OΔ + −−→
OE = −→0

�5� ,-�� ����	� A,B,Γ� ��� 

� ����	� P ��()�� α
−→
AP +β

−−→
BP +γ

−→ΓP = −→0
���� α+β + γ �= 0� �� �����	!��� ��� ��� ����������� ����	� Q ��()��

−−→
PQ =

α

α + β + γ

−→
AQ +

β

α + β + γ

−−→
BQ +

γ

α + β + γ

−→ΓQ

�� ����
�� ��� ������� �
� ��
� ������
�� ��
�����  � ������
�
� ���!
� "�� �����#

�����
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"7� ,-�� �� ���
)����� �α, �β,�γ �� ���	� �
� �)� ��
 �	
�� ����$$�$�� ��

�����	!��� ��� �
 �α//
(
p�β + q�γ

)
��� �β// (r�γ + s�α) ����6

.�/0 9�


�� ��� ���� ����������)� ������)� p, q, r, s ��
 �	
�� ���

�

.1/0 =�()�� �γ = − s
r �α − p

q
�β�

"�� ,-�� �	� ������� ����	� ε* 

� ������� ���
���� −→α �= −→0 ��� 

�
������� ����	� O ��� ��
 �
���� ���
 ε� 8� ���� ����	� M ��� ε
�
������(�)�� 

� ����	� N �
���� ���� 
� ��()��

−−→
ON = 3−−→OM + 2�α�

�� �����	!��� ��� �$� �� ����	� N ��� ��	��
��� �� ���� ��
 ����� �	
��
��
���������

���

�

�

�

�
���
��

����

�
���
�� � ����

�

"�� �� 1��	�� ��� ���� ���� ��� λ �� ���
)����� �α =
(

λ
λ2−1 ,−3

)
* �β =(

2
3 , λ2 − 4λ + 1

)
�	
�� 	���

��������� λ = 2

""� ��� ���
� ���
� � 
 x, y �� ���)������ ����� �� ���� �� ����	� A (x, 4)
��� B (5, y) 
(��  � �
�� �� ����	� M (2, 3)4
��������� x = −1� y = 2

"#� �� �
��� ��� ���
)������ �u = (x − 1, x + 1) �	
�� 3� 3��� �	
�� �� �
���
��� ���
)������ �v = (x − 3, x + 3)4
���������

√
23

"%� �� �����	!��� ��� �� ������$����ABΓΔ �� �����
� �� ����	�A (−3,−4)*
B (2, 3)* Γ (4, 5)* Δ (−1,−2) �	
�� ����$$�$�������� 3��� �	
�� �� �

:
��� ���4
��������� K

�
1
2
, 1
2

�

"&� >	
�
��� �� ���
)����� �α = (1, 2)* �β = (2,−1)* �γ = (3, 4)� �� �����:
���� �� �γ  � �������� ��
������ � 
 �α* �β ��$��� 
� 1��	�� ������)�
κ, λ 
��� ���� 
� ��()�� �γ = κ�α + λ�β�
��������� �γ = 11

5
�α + 2

5
�β
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"+� �� 1��	�� ��� ��
������

�� ��� ����	�� M �
 �	
�� �
 ��� ��� � �:
������� ��� ��� �� ����	� A (2, 3) �	
�� # ��� � �������� ��� ��� ��
����	� B (−1, 2) �	
�� &�
��������� M

�
7
2

+ 3
10

√
15, 7

2
− 9

10

√
15
�
� M

�
7
2
− 3

10

√
15, 7

2
+ 9

10

√
15
�

"2� �� �����	!��� �
 z−x
y−t = y+t

z+x ���� �� ���
)����� �α = (x, y)* �β = (z, t)

(��
 �� 	�� �
����

"5� �� 1��	�� �� ���������� ��� ����	��M (α, β)  � ���� �� ����	�K (x0, y0)�
��������� M ′ (2x0 − α, 2y0 − β)

#7� ,-�� * �� �������* ����	� A (x1, y1)* B (x2, y2) ��� 

� ����	� M (x, y)
��� �� ���	� ��()��6 −−→

AM = λ
−−→
MB

�� �����	!��� ���6

.�/0 λ �= −1

.1/0 x = 1
λ+1x1 + λ

λ+1x2 ��� y = 1
λ+1y1 + λ

λ+1y2

#�� �� �����	!��� ��� ���� ���
���� �u �� �
��� � �����	 
� ����� ��
 �����
�u = (συνθ, ημθ) ���� θ ����$$�$�� ������� �� θ ∈ [0, 2π)�

#�� 8�� ������� �(��� 
� ���$��	���� �� �� ������ ��
���
�6

.�/0
−−→
AB · −→AΓ .1/0

−−→
AB · −→ΔΓ .�/0

−→ΓA · −−→AΔ

5 5

10 10

Α

Β ΓΔ

�������� )�*+ ', )-*+ .$' )�+ ./'

#"� 8�� ������� �(��� 
� ���$��	���� �� �� ������ ��
���
�
−−→
AB · −→AΓ�

4

6

5

Α

Β

Γ
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27
2

##� �� ����$������� ��
 �	
���6

|�α|
∣∣∣�β∣∣∣ συν(�̂α, �β) �α · �β

� " 1
3

% 1
7 ��

" + :��

��������� 2� 84
5
� − 11

21

#%� �� ���
)����� �α* �β 
(��
 �
��� t ��� 4t .t > 00� �� 1��	�� ��
 � 
	�
���� ���� ���$����� �����������6

.�/0 �α · �β = 2t2

.1/0 �α · �β = 2t2
√

3

.�/0 �α · �β = −4t2

.�/0 �α · �β = 0

.�/0 �α · �β = −2t2
√

2

.?/0 �α · �β = 4t2

���������

)�0+ π
3

)-0+ π
6

)�0+ π

)10+ π
2

)�0+ 3π
4

)20+ 0

#&� �� ���$��	���� �� �� ������ ��
���
� �α�β ���� ���$����� �����������6

.�/0 �α = (2, 4)* �β = (−1, 3)

.1/0 �α =
(
1, 1

2

)
* �β = (−3, 4)

.�/0 �α =
(√

3, 3
)
* �β =

(
1, 2

√
3
)

���������

)�0+ �α�β = 10 )-0+ �α�β = −1 )�0+ �α�β = 7
√

3

#+� �� ���$��	���� �� �� ������ ��
���
� ��� ������� �(���

.�/0
−−→
AB · −→ΓΔ

.1/0
−−→
AΔ · −→EA

.�/0
−−→ΔE · −→ΓE

.�/0
−−→
BA · −→EΓ
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3 	�
������� 
 �������

Α

Β

ΓΕ

Δ

���������

)�0+ 48 )-0+ −15 )�0+ 0 )10+ 28

#2� �� ���$��	���� ��
 � 
	� � 
 ���
����� 
 �α* �β ���� ���$����� ����:
�������6

.�/0 �α = (2, 3)* �β = (−1, 5)

.1/0 �α = (−1, 4)* �β =
(

1
2

√
3 − 6,−3

2 − 2
√

3
)

���������

)�0+ π
4

)-0+ 2π
3

#5� �� 1��	�� ��� ���� ���� ��� λ �� ���
)����� �α* �β �	
�� ������ ���
6

.�/0 �α = (λ, 2)* �β = (λ − 3, 1)

.1/0 �α =
(

λ
λ+1 , λ

)
* �β = (3λ + 1, 1 − 3λ)

���������

)�0+ λ = 1 � λ = 2 )-0+ λ = 0 � λ = − 2
3
� λ = 1

%7� ,-�� �� ���
)����� �α = (2, 4)* �β = (−3, 1)� ��� �� ���
���� �γ ��()��
�α�γ = 18 ��� �β�γ = 8� �� 1��	�� �� �γ�
��������� �γ = (−1, 5)

%�� ,-�� �� ���
)����� �α = (2, 3)* �β = (−1, 2)* �γ = (2, 2)� �� ���$��	��:
�� ��� �����������6

.�/0 �α · �β + �β · �γ + �γ · �α

.1/0
(
�α · �β

)
�γ +

(
�β · �γ

)
�α + (�γ · �α) �β
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� ���������� 	�
������� 
 ������� 4

.�/0 1
|�α|�α + 1

|�β| �β + 1
|�γ|�γ

���������

)�0+ 16

)-0+ (2, 34)

)�0+
�

2
13

√
13 − 1

5

√
5 + 1

2

√
2, 3

13

√
13 + 2

5

√
5 + 1

2

√
2
�

%�� >	
���� �� ���
���� �α = (1,−1)� �� �
�$)���� �� �α �� �)� ��
�������
�u* �v ���� ���$����� �����������6

.�/0 @ �u �	
�� ����$$�$� ��� �β = (2, 3) ��� � �v �	
�� ����$$�$� ���
�γ = (−1, 2)�

.1/0 <� �u* �v �	
�� ������� ��� � �u �	
�� ����$$�$� ��� �β = (2, 3)�

.�/0 |�u| = 2 ��� |�v| = 1�

���������

)�0+ �u =
�

2
7
, 3
7

�
� �v =

�
5
7
,− 10

7

�

)-0+ 5������
 1�� #�����6 �u = (0, 0)� �v = (1,−1) ��� �u =
�− 2

13
,− 3

13

�
� �v =

�
15
13

,− 10
13

�
�

)�0+ 5������
 1�� #�����6 �u =
�

5
4
− 1

4

√
7,− 5

4
− 1

4

√
7
�
�
�
− 1

4
+ 1

4

√
7, 1

4
+ 1

4

√
7
�

��� �u =
�

5
4

+ 1
4

√
7,− 5

4
+ 1

4

√
7
�
� �v =

�
− 1

4
− 1

4

√
7, 1

4
− 1

4

√
7
�
�

%"� ,-�� ��� ��� �� ���
)����� �α, �β ��()�� |�α| = 2*
∣∣∣�β∣∣∣ = 3 ��� �α�β = 5�

.�/0 �� ���$��	���� �� ��
��	��
� ��� � 
	�� � 
 �α, �β�

.1/0 �� ���$��	���� �� �� ������ ��
���
� � 
 ���
����� 
 �u = 2�α+
3�β ��� �v = �α − 2�β�

.�/0 �� ���$��	���� �� �
��� � 
 ���
����� 
 �u* �v ��� �� �������
.1,0�

.�/0 �� ���$��	���� �� ��
��	��
� ��� � 
	�� � 
 ���
����� 
 �u* �v
��� �� ������� .1,0�

���������

)�0+ 5
6

)-0+ −51 )�0+
√

157� 2
√

5 )10+ −51
2
√

5
√

157

%#� ,-�� ���
∣∣∣�α + �β

∣∣∣ = 1*
∣∣∣2�α − 3�β

∣∣∣ = 3 ��� ( ̂
�α + �β, 2�α − 3�β) = π

3 � A��	��

�� �
��� � 
 ���
����� 
 �α, �β�
��������� |�α| = 3

5

√
3�
����β
��� = 1

5

√
7

%%� 8�� ��	� 
� ��� �(������ �� BΔ* ΓE �	
�� ��������� �� ���$��	����
�� �� ������ ��
���
�

−−→
BΔ · −→ΓE�
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�, 	�
������� 
 �������

60

Α

Β

Δ

Γ

Ε
5

7

���������
471
8

%&� '
 |�α| =
∣∣∣�β∣∣∣ = |�γ| = 2 ��� �α�β = 1* �β�γ = 3 
� 1��	�� ���
� ���
� �����	


� ����� �� �γ�α�
���������

1
4

�
3 ±√

15
√

7
�
�

%+� ,-�� ��	� 
� ABΓ ��� X 

� ����������� ����	� ��� ����
��� ����

.�/0 �� �����	!��� ���
−−→
AX · −→BΓ = −−→

BX · −→AΓ −−→ΓX · −−→AB

Α

Β

Γ

X

.1/0 �� �����	!��� ��� �
 �� X ����	���� �� �� ���
� ����	� � 
 �B�

��� ���
��� ��� ��� �����
� B* Γ ����

−−→
BX · −→AΓ −−→ΓX · −−→AB = 0�

.�/0 C� ��
 1������ � 
 �� ����� 
 .�,0* .1,0 
� ��
����� ��� �� )B�
���� �����
�� ��
�(�
��� ��� �� 	��� ����	��

%2� ,-�� A* B �)� ������� ����	� ��� c 

�� �������� �������� �� ���:

��	!��� ��� �
 c > − |−−→AB|2
4 ���� �� ����	� M ��� �� ���	� ��()��

−−→
MA · −−→MB = c

�
����
 �� �)�$� �� �

��� �� �
�� ��� AB ��� ���	
�R =
√

c + |AB|2
4 �

%5� ,-�� ��	� 
� ABΓ ��� �� )B�� ��� AΔ� ,-�� ����1$��� ����	� M *
N ��� ����	�� AΔ� �� �����	!��� ��� � ���������

−−→
BM · −−→BΔ + −→ΓN · −→ΓΔ
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� ��
��� 	�
������� 
 ������� ��

�	
�� 	�� �� ������ ������� ������* �
�!������ ��� ��
 ���$��� � 
 M *
N �

Α

Β ΓΔ

Μ

Ν

� 	�
���

&7� �� 1��	�� �� ���
� ����	� � 
 ������


2x + 3y − 2 = 0 x + y − 1 = 0

��������� A(1, 0)

&�� ��� ���� ���� ��� λ �� ����	� K (2λ − 1, λ) �
���� ���
 ����	� 2x −
3y + 1 = 04
�����	
	� λ = 1

&�� ��� ���� ���� ��� λ � ����	� 3x + (λ − 1) y = 8 ��
�(���� ��� �� ����	�
H (2,−3)4
��������� λ = 1

3

&"� �� 1��	�� �� α, β �
 �	
�� �
 ��� ��� � ����	� αx + βy = 1 ��
�(����
��� �� ����	� A(−1, 2)* B (3, 3)�
��������� α = − 1

9
� β = 4

9

&#� @ ����	� y − 3 = λ (x − 2) ��
�(���� ��� �� ����	� A(2, 3)� ��� ����
���� ��� λ ��
�(���� ��� ��� �� ����	� B(5,−1)�
��������� λ = − 4

3

&%� �� 1��	�� ��
 �!	� �� ��� ����	�� ��� ��
�(���� ��� �� ����	� A(2,−3)
��� 
(�� ��
��$���� �����)
�� � "�
��������� y + 3 = 3 (x − 2) � �##�7� 3x − y − 9 = 0

&&� �� 1��	�� ��
 ��
��$���� �����)
�� � ��� ����	�� y − x = 3 (x + y)
��������� .$

&+� 3���� �	
�� � ��
��$����� �����)
�� � ��� ����	�� ��� ��
�(���� ���
�� ����	� A (2, 11) , B (−3, 4)4
���������

7
5

���� ��������

��
www.nsmavrogiannis.gr

���������� !�����
"�����#���� ���#�� ����
��

http://lyk-evsch-n-smyrn.att.sch.gr



�$ 	�
������� 
 �������

&2� �� 1��	�� ��
 �!	� �� ��� ����	�� ��� ��
�(���� ��� �� ����	� Δ (2, 3)*
K (−3, 4)�
��������� x + 5y − 17 = 0

&5� �� 1��	�� ��
 �!	� �� ��� ����	�� ��� ��
�(���� ��� �� ����	� A(2, 34)*
B(2,−34)�
��������� x = 2�

+7� �� 1��	�� ��
 �!	� �� ��� ����	�� ��� ��
�(���� ��� �� ����	� K (2, 3)
��� �	
�� ����$$�$� ���
 y = 5x + 3�
��������� 5x − y − 7 = 0

+�� �� 1��	�� ��
 �!	� �� ��� ����	�� ��� ��
�(���� ��� �� ����	� K (2, 3)
��� �	
�� ����$$�$� ���
 3x − 4y + 2 = 0�
��������� 3x − 4y + 6 = 0

+�� �� 1��	�� ��
 �!	� �� ��� ����	�� ��� ��
�(���� ��� �� ����	� A (−2, 0)
��� �	
�� ������ ���
 x + y + 2 = 0�
��������� y = −x + 2

+"� ��� ���� ���� ��� λ � ����	� (λ + 1) x − 3y + 2 = 0 �	
�� ������ ���

����	� 4x − 5y + 3 = 0�
��������� λ = − 19

4

+#� �� 1��	�� ����	� ��� ����	�� 2x + 4y − 2 = 0 ��� 
� 
(�� ������

� 	��
�� "�
��������� M (−5, 3)

+%� �� 1��	�� ����	� ��� ����	�� x
2 + y

3 = 1 ��� 
(�� ������

� ���$���� ���
������

�� ����
��������� M( 3

2
, 3

4
)

+&� -
� ����� 
(�� ���� ��� �� A (2, 3) ��� B (3, t)� 3 � ��
��� 
� ���$
:
!���� �� t ���� �� �
�� ��� AB 
� �
���� ���
 ����	� 2x−3y+1 = 04
��������� t = 1

++� ��� ���� ���� ��� λ � ����	� 2λx + (4 + λ) y − 1 = 0 �	
�� ����$$�$�
��� ���
���� −→α = (2, 3)4
��������� λ = − 12

7

+2� @ �!	� �� (
λ2 + λ − 2

)
x + (λ − 1) y + 3 = 0

��� ���� ���� ��� λ ∈ R ����� ��� �	� ��	��� ����	�� 3��� �	
�� � ����
��� λ ��� �!����	���4
��������� λ = 1
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� ��
��� 	�
������� 
 ������� �%

+5� �� 1��	�� ��
 �!	� �� ��� ����	�� ��� ��
�(���� ��� ��
 ��(� � 
 �!�:

 
 ��� ��� �� ����	� A(p, q)�
��������� qx − py = 0

27� �� 1��	�� ��
 �!	� �� ��� ����	�� ��� ��
�(���� ��� �� ����	� A(κ, λ)*
B(2, 3)�
��������� (λ − 3) x + (2 − κ) y + 3κ − 2λ = 0

2�� �� 1��	�� ����	� ��� ����	�� 2x − 4y + 3 = 0 ��� ��
(�� ��� �� ����	�
A (−1, 3) �������� #�
��������� M

�
1
10

+ 1
5

√
199, 4

5
+ 1

10

√
199

�
� M ′

�
1
10

− 1
5

√
199, 4

5
− 1

10

√
199

�

2�� �� ����	� M (2t − 1, 5 − 6t)* t ∈ R �
����
 �$� �� �	� ����	�� ��
1��	�� ��
 �!	� �� ����
��������� 3x + y − 2 = 0

2"� �� ����	� Q (4, 4) �
����* �����
��* ���
 ����	� 4x − 3y − 4 = 0� ��
1��	�� ���� ����	� ��� ����	�� ����� ��
(��
 ��� �� Q �������� 	��
�� "�
��������� M

�
29
5

, 32
5

�
�M ′ � 11

5
, 8
5

�

2#� �� ���$���)���� ��� �� ����	� A (1, 2) , B (4, 3) ,Γ (−11,−2) �
����

���
 	��� ����	��

2%� �� ������ A (2, 3) , B (5,−1) ,Γ (6, s) �	
�� ��
��������� 3���� �	
�� �
s4
��������� s = − 7

3

2&� �� 1��	�� ����	� ��� ����	�� ��� ��
�(���� ��� �� A(−3, 2), B(3, 6) ���

(�� ������

� 	�� �� #�
��������� Γ

�
4, 20

3

�

2+� �� 1��	�� ��
 �!	� �� ��� ����	�� ��� ��
�(���� ��� �� ����	� K (3,−4)
��� �	
�� ����$$�$� ���� ��
 ����	� ��� ��
�(���� ��� �� ����	� T (4, 4)*
S(−4, 5)�
��������� x + 8y + 29 = 0

22� �� 1��	�� ��
 �!	� �� ��� ����	�� ��� ��
�(���� ��� �� ����	� A (2, 3)
��� �	
�� ������ ���
 ����	� ��� ��
�(���� ��� �� ����	� T (11, 4)*
S (3, 2)�
��������� 4x + y − 11 = 0

25� �� 1��	�� ��
 �!	� �� ��� ����	�� ��� ��
�(���� ��� �� ����	� K (2, 4)
��� �	
�� ������ ���
 ����	� �� �!	� �� tx + ry + s = 0�
��������� rx − ty + 4t − 2r = 0

57� C� �����

� ��� �� ����	�� ax + y + 2 = 0* x + 3y − 1 = 0 �
�
�
��� 
�
1��	�� �� ����	� ����� �����
��������� K

�
− 7

3a−1
, a+2

3a−1

�
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�& 	�
������� 
 �������

5�� �� 1��	�� ��� �!������� � 
 ������
 XY * Y Z* ZX ��� �����
� �(���6

��������� XY : y = 1
4
x + 7

4
� Y Z : y = − 2

5
x − 1

5
� ZX : y = −3x + 5

5�� �� ���$��	���� ��
 �������� ��� ����	�� P (2, 4) ��� ��
 ����	� 5x+
12y − 1 = 0�
���������

57
13

5"� �� ���$��	���� ��
 �������� ��� ����	�� P (−2,−4) ��� ��
 ����	�
x = 7�
��������� 4

5#� �� ���$��	���� ��
 �������� ��� ����	�� K (3, 4) ��� ��
 ����	� y =
3x + 1�
���������

3
5

√
10

5%� C	� ����	� ��� ��
�(���� ��� �� ����	� P (2, 3) �� �	
��6

� � x = 2 ���� ��� ������ y − 3 = λ (x − 2)

�� 1��	�� ���� ����	� ��
�(���� ��� �� P ��� ��
(�� ��� ��
 ��(� � 

�!�
 
 �������� ��
��������� 5������
 1�� ����	�� � x = 2 ��� � y = 5

12
x + 13

6

5&� �� ���$���)���� ��� ��� ���� λ ∈ R � �!	� ��

λ (x + y − 2) + (x − y) = 0

�������
�� ����	�� 9�����
 
� 1��	�� 

� ����	� ��� �� ���	� ��
�(����
� ����	� ���� ��� ���� ���� ��� λ�
��������� �� ������ ��� �� ����	� P (1, 1)�

5+� <� �!�����
(2x + 3y − 3) + (t + 1) (x − y − 2) = 0

�������
�� ����	� ��� ��
�(���� ��� ������� ����	�� 3���4
��������� �� K

�
9
5
,− 1

5

�
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� ��
��� 	�
������� 
 ������� �'

52� ��� �� ��	� 
� ABΓ ��� �(������ 
� ���$��	���� ��
 �!	� �� ���
)B��� ��� BΔ�

�

�

�

�

��������� 4x − 5y + 21 = 0

55� 3��� ��� ��� ����	�� 2x + 3y + 4 = 0* x− y = 0 �(����	��� ����$)����
� 
	� �� ��
 x′x .D�����	�� ��� � � 
	� �	�� ����	�� �� ��
 x′x ��������
���� ��
 ������ ����0�
��������� 8 ��7���

�77� �� 1��	�� ��
 �!	� �� ��� ����	�� ��� ��
�(���� ��� �� ����	� A (−1, 2)
��� �(����	(�� �� ��
 �!�
� x′x � 
	� 3π

4 �
��������� y = −x + 1

�7�� �� 1��	�� ��
 �������� ��� ����	�� K (1, 2) ��� �� ����	� ����� � 

������
 x + 3y − 2 = 0* x + 2y − 1 = 0�
���������

√
5

�7�� �� 1��	�� �� ��1���
 ��� �����
�� ��� 
(�� �����
� �� ����	� A (1, 9)*
B (2, 4)* Γ (5,−2)�
���������

9
2

�7"� ,-�� � ����	�

(ε) Ax + By + Γ = 0

.�/0 �� �����	!��� ��� �� ����	� M
(

−AΓ
A2+B2 , −BΓ

A2+B2

)
�
���� ��
����

���
 ����	� (ε)�

.1/0 �� �����	!��� ���
−−→
OM⊥ (ε)

�7#� ��� ���� ���� ��� λ �� ����	� A (2, 3) , B(3,−4),Γ (1, λ) �	
�� �����
�
�����
�� �� ���	� 
(�� ��1���
 	�� �� #4
��������� λ = 2 � λ = 18
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�( 	�
������� 
 �������

�7%� >	
�
��� �� ����	� A (4, 2) , B(7,−1) ��� � ����	� x+3y = 2� �� 1��	��
����	� M ��� ����	�� �
���� ���� �� ��	� 
� ABM 
� 
(�� ��1���

	�� �� ���
��������� M (20,−6)� M ′ (−4, 2)�

�7&� �� 1��	�� �� ��1���
 ��� �����
�� ��� �(����	���
 �� ����	��6
x + y − 1 = 0* y = 2x − 1* y + 7 = 3 (x + 2)
���������

1
6

�7+� �� 1��	�� ��
 ���1�$� ��� ����	�� M (1,−1) ���
 ����	� 2x+3y = 2�
��������� M ′ � 19

13
,− 4

13

�

�72� �� 1��	�� ��
 �!	� �� ��� ����	�� ��� ��
�(���� ��� �� A (2,−1) ���
( �	��� �� ���)������ ����� �� ���� T (2, 3) , S (−1, 2) �� �)� �������
TK,SK 
��� ���� (TK)

(SK) = 3�
��������� 13x + 9y − 17 = 0

�75� ��� ���� ���� ��� κ �� ����	��

2x + y = 1 3x − 2y = 2 x + y = κ

��
�(�
��� ��� �� 	��� ����	�4
��������� κ = 3

7

��7� .�/0 �� �����	!��� ��� ���� �����	� ����$$�$� ���
 Ax + By + Γ =
0
(�� �!	� �� ��� ������ Ax + By + Γ′ = 0

.1/0 �� �����	!��� ��� � ��������$$�$� � 
 ������
 Ax+By +Γ = 0*
Ax + By + Γ′ = 0 
(�� �!	� �� Ax + By + Γ+Γ′

2 = 0�

���� �� 1��	�� ��
 ���������� ��� ����	�� 4x − y = 2  � ���� �

��� ���:
����	�� �� ����	� A (2, 4)
��������� 4x − y = 6

���� 3��� �	
�� � �!	� �� ��� ��������$$�$�� � 
 ������
 3x + 5y = 2*
3x + 5y = 104
��������� 3x + 5y = 6

��"� >	
�
��� �� ����	� A (1, 2)*B (8, 1)� �� 1����	 ����	� M ��� ����	��

2x + 3y − 1 = 0 
��� ���� ÂMB = 90◦�
��������� M (2,−1) , M ′ � 41

13
,− 23

13

�

��#� ,-�� �� ������	 α, β, γ �� α < β < γ� �� �����	!��� ��� �� ��1���

��� �����
�� �� �����
� A

(
α,α2

)
* B

(
β, β2

)
* Γ

(
γ, γ2

)
�	
�� 	�� ��

1
2 (α − β) (β − γ) (γ − α)�

��%� �� �����	!��� ��� � ����	� �� �!	� ��
(
1 +

√
3
)
x+

(
1 −√

3
)
y + 1 = 0

�(����	��� �� ��
 �!�
� x′x � 
	� 75◦�
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� ��
��� 	�
������� 
 ������� �/

��&� ��� ��	 �
������	 �
� ����� >	
�
��� �� ����	� ' (1, 1)* A (−1, 3)
��� Γ (2,−4)�

.�/0 �� 1����	 � �!	� �� ��� ����	�� ��� )B��� ��� �����
�� 'A�*
��� ��
�(���� ��� �� ����	� '�

.1/0 �� 1����	 � �!	� �� ��� ����	�� ��� ����
��� ��� �����
�� 'A�
��� ��
�(���� ��� �� ����	� A�

.�/0 �� 1����	 �� ����	� ����� � 
 ������
 ������
�

��������� )�*+ 3x − 7y + 4 = 0 )-*+ 9x + 5y − 6 = 0 )�*+ M
�

11
39

, 9
13

�

��+� ��� ��	 �
������	 �
� ����� ����� �� 8� 

� ������
�
���
�)����� �
������ Oxy �	
�
��� �� ����	� ' (4, 2) ��� A (3,−5)� D� :
��)�� ��
 ����	� ε �� �!	� �� 7x + y − 23 = 0� �� 1����	 ����	� ���
����	�� ε ���� �� ��	� 
� 'CA 
� �	
�� ������
�� ��� C�
��������� 5������
 1�� ����	� �� M (4,−5) ��� M (−5, 4)�

��2� C� �����

� ��� � �!	� �� Ax + By = A + B �������
�� ����	� 
�
�����	!�� ��� ��� � �!	� �� A (x − y) + B (x + y) = 2B �������
��
��	��� ����	�� 3��� �	
�� �� ���
� ����	� � 
 �)� ������
4
��������� �� M (1, 1)�

��5� �� �����	!��� ��� �� ����	��

√
3x + y = 0,

√
3y + x = 0,

√
3x + y = 1,

√
3y + x = 1

��	���
 ����$$�$������� ��� ���	�� �� �����
��� �	
�� ��������

��7� ,-�� �	� ����	� Ax+ By +Γ = 0 � ���	� �
�
�� �� ���)������ �����
�� ���� P (x1, y1)* Q (x2, y2) �� 

� ����	� T �
���� ����

−→
PT = λ

−→
TQ�

�� �����	!��� ���

λ = −Ax1 + By1 + Γ
Ax2 + By2 + Γ

���� �� 1��	�� ��
 � 
	� ��� �(����	���
 �� ����	��6 x +
√

3y + 2 = 0*√
3x + y + 2 = 0�

��������� 30◦

���� �� 1��	�� ����	� ��� ����	�� 2x− 3y + 1 = 0 ��� ��
(�� ��� ��
 ����	�
4x − 3y + 2 = 0 �������� "�
��������� A (7, 5)� B (−8,−5)

��"� ,-�� �� ����	��

2x − y + 1 − 3k = 0 , 3x − y + 1 − 4k = 0

.�/0 �� 1��	�� �� ���
� ����	� ���� M
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�3 	�
������� 
 �������

.1/0 �� 1��	�� ��
 �� ������� ���� ��� M

��������� M (k, 1 − k)�� ����	� x + y = 1�

��#� @ �!	� �� x2 + 2xy − 2x− 3y2 − 2y + 1 = 0 �������
�� �)� ���
���
��
����	��� 3��� �	
�� �� ����	� ����� ����4
��������� �� ������ ��� ��� ����	�� x + 3y − 1 = 0� x− y − 1 = 0 �� ���	�� �
�
�
��� ���

M (1, 0)�

��%� �� 1��	�� ��
 �!	� �� ��� ����	�� ��� ��
�(���� ��� �� ����	� M (0, 1)
��� �
�
�� ��� ����	�� ε1 : y = 1

2x ��� ε2 : y = 1
2x + 1 ��� ����	� A ���

B �
�	����( �* 
��� ���� 
� ��()�� AB = 1�
��������� 5������
 1�� ����	��� 9� 3x + 4y = 4 ��� � x = 2�

��&� �� �����	!��� ��� � �!	� �� x2 + 2xy + y2 − 1 = 0 �������
�� �)�
����$$�$�� ����	���

��+� �� �����	!��� ��� ��� ���� ��)��� ������
 α, β �� α2+β2 �= 0 � �!	� ��

(α + 2β) x + (α + 3β) y = α + β

�������
�� ����	� ��� ��
�(���� ��� ������� ����	� �� ���	� ��� 
�
��������	�����
��������� �� ������ ��� �� ����	� M (2,−1)�

��2� @ ����	� (l) �	
�� ������ ���
 ����	� 5x− y = 1 ��� �(����	��� �� ����
�!�
�� ��	� 
� ��1���) %� �� 1��	�� ��
 �!	� �� ��� ����	�� (l)�
��������� x + 5y = ±

√
5

2

��5� �� �����	!��� ��� �
 �� ����	��

p1x + q1y = 1, p2x + q2y = 1, p3x + q3y = 1

��
�(�
��� ��� �� 	��� ����	� ���� �� ����	�

A (p1, q1) , B (p2, q2) , C (p3, q3)

�	
�� ��
���������

�"7� '�� �� ����	� A (3,−2) �
�
���� �	� ����	� ����$$�$� ���
 2x+y+5 =
0 � ���	� �
�
�� ��
 x − y + 1 = 0 ��� B�
��������� 2

√
5

�"�� �� 1��	�� �� ������
��� ��� �����
�� ��� ��	���
 �� ����	��6

y + x − 6 = 0, 3y − x + 2 = 0, 3y = 5x + 2

��������� H
�

5
2
, 5
2

�
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� ��
��� 	�
������� 
 ������� �4

�"�� >	
�
��� �� ����	�� 3x− 4y + 4a = 0* 2x− 3y + 4a = 0* 5x− y + a = 0�
�� �����	!��� ��� �� ���1�$
� ��� ��(�� � 
 �!�
 
 ���� ����� ���
�
����	�� �	
�� ����	� ��
���������

�""� �� �����	!��� ���6

.�/0 εϕ3α = 3εϕα−εϕ3α
1−3εϕ2α

.1/0 @ �!	� ��

x3 − 3xy2 +
√

3
(
y3 − 3x2y

)
= 0

�������
�� ����� ����	�� ��� ��
�(�
��� ��� ��
 ��B� � 
 �!�
 

�� ���	�� �
� �)� �(����	���
 � 
	� 120◦�

�"#� �� �����	!��� ��� �� ����	�� px+qy = r* qx+py = r �� pq �= 0 �

�
���
�� ����	� ��� ����	�� y = x ��� �	
�� ���������
�  � ���� ����
�

�"%� �� �����	!��� ��� �� ����	�� px+qy = r* qx+py = r �� pq �= 0 �

�
���
�� ����	� ��� ����	�� y = x ��� �	
�� ���������
�  � ���� ����
�

�"&� �� ��1���
 �
�� ����$$�$�������� �	
�� �+ ��� �)� ��� ��� �����
�
��� �	
�� �� ����	� A (2, 1)* B (5,−3)� �� 1��	�� ��� �$$�� �)� �����
�
����
��������� :� �	
�� Γ (−2, 12)� Δ(−5, 16) � Γ

�−2, 2
3

�
� Δ

�−5, 14
13

�
�

�"+� �� �����	!��� ��� �
 �� ����	�� A1x+B1y+Γ1 = 0* A2x+B2y+Γ2 = 0
�(����	���
 � 
�� ϕ ���� ��()��

συνϕ =
A1A2 + B1B2√

A2
1 + B2

1

√
A2

2 + B2
2

�"2� ,-�� � ����	�

(ε) 2x + 3y + 4 = 0

3����
����� �� ���� ��
��$���� ��� ������� ��
 	��� ������ ��� �(�:
���	����� 
��� �	� 

� �!	� ��� ��� ���������� �
 �����
����� �� " ��
������� ��
 5x + 8y + 9 = 0� �� �����	!��� ��� �� �!������� ��� ���:
�)����
 �� ���� ��
 ����� �	
�� �!������� ������
 ��� �$�� ��
�(�
���
��� �� 	��� ����	� �� ���	� ��� 
� 1��	���
��������� P (1,−2)

�"5� 8�� �����
� �(��� 
� �����	!��� ��� εϕω = α2−α1
1+α1α2
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$, 	�
������� 
 �������

� �
����� �����

"�� ������

�#7� �� 1��	�� �� �

��� ��� ��
 ���	
� ��� �)�$�� (x + 5)2 + (y − 5)2 = 2�
��������� K (−5, 5)� ρ =

√
2

�#�� �� 1��	�� �� �

��� ��� ��
 ���	
� ��� �)�$�� x2+y2−8x+4y+11 = 0�
��������� K (4,−2)� ρ = 3

�#�� 3��� ��
��� 
� �	
�� � ���	
� ��� �)�$�� (x − 1)2 + (y + 2)2 = R2 
���
���� 
� ��
�(���� ��� �� ����	� M (3, 4)�
��������� R = 2

√
10

�#"� �� 1��	�� ��
 �!	� �� ��� �)�$�� ��� 
(�� �

��� �� ����	� K (−3, 4)
��� ��
�(���� ��� �� ����	� M (3, 4)�
��������� (x + 3)2 + (y + 4)2 = 100

�##� �� 1��	�� ��
 �!	� �� ��� �)�$�� ��� 
(�� �������� �� ���)������
����� �� ���� A (1, 3)* B (4, 7)�
���������

�
x − 5

2

�2
+ (y − 5)2 = 25

4
�

�#%� �� ����	� A �
���� ���
 �)�$� (x − 2)2 + y2 = 13 ��� 
(�� ������

�
"� 3��� �����	 
� �	
�� � ������

� ���4
��������� ±2

√
3

�#&� ��� ���� ���� ��� t � �!	� �� x2 +y2−4x+2ty +13 = 0 ������� �)�$�
�� ���	
� #4
��������� ±5

�#+� �� 1��	�� �� �

��� ��� �)�$�� ��� ��
�(���� ��� �� ����	� A (−3, 2)*
B (4, 1) ��� 
(�� ���	
� #�
��������� K

�
1
2

+ 1
53

√
583, 3 − 7

106

√
583

�
� K

�
1
2
− 1

53

√
583, 3 + 7

106

√
583

�
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� ������� ����� 	�
������� 
 ������� $�

�#2� 3��� ��
��� 
� �	
�� � ���	
� R ��� �)�$�� (x − 1)2 + (y + 2)2 = R2


��� ���� 
� ��������� ���
 ����	� y = 3x + 1�
��������� R = 3

5

√
10

�#5� ��� ���� ���� ��� λ �� ����	� M (2λ + 1, λ) �
���� ���
 �)�$� �� �!	:
� �� (x − 3)2 + (y + 4)2 = 100�
��������� λ = ±4

�%7� �� �����	!��� ��� � ����	� x+y = 2 ��������� ����� �)�$��� x2+y2 = 2
��� x2 + y2 + 3x + 3y − 8 = 0 ��� 	��� ����	��

�%�� �� 1��	�� ��
 �!	� �� ��� �)�$�� ��� �� �

��� ��� �
���� ���
 ����	�
2x+y = 0 ��� ��������� ���� ����	�� 4x−3y+10 = 0* 4x−3y−30 = 0�
��������� (x − 1)2 + (y + 2)2 = 16

�%�� ��� ���� ���� ��� λ � ����	� y = λx+1 �
�
�� ��
 �)�$� (x − 3)2+y2 = 4
�� �)� ����	�4
��������� − 3

5
− 2

3

√
6 < λ < − 3

5
+ 2

3

√
6

�%"� �� 1��	�� ��
 �!	� �� ��� �����������

�� �)�$�� ��� �����
�� ��
�����
� A (−2, 4)* B (0, 3)* Γ (4,−1)�
���������

�
x + 13

2

�2
+
�
y + 15

2

�2
= 305

2

�%#� �� �����	!��� ��� � �)�$��

x2 + y2 − 2αx − 2αy + α2 = 0, α �= 0

��������� ����� �!�
���

�%%� �� 1��	�� ��
 �������

� ��� �)�$�� x2 + y2 = 25 ��� ����	� ���
M (−3, 4)�
��������� −4x + 4y = 25

�%&� �� 1��	�� ��
 �������

� ��� �)�$�� x2 + y2 = 1 ��� ��
�(���� ��� ��
����	� M (−4, 4)�
���������

�
−1 ±√

31
�

x +
�
1 ±√

31
�

y = 8

�%+� �� 1��	�� ��
 �������

� ��� �)�$�� x2 + y2 = 1 ��� �	
�� ����$$�$�
���
 ����	� y = 2x + 1�
��������� − 2

5

√
5x + 1

5

√
5y = 1� 2

5

√
5x − 1

5

√
5y = 1

�%2� �� 1��	�� ��
 �������

� ��� �)�$�� (x − 2)2+(y − 1)2 = 8 ��� ����	�
��� M (4, 3)�
��������� x + y = 7

�%5� �� 1��	�� ��
 �������

� ��� �)�$�� (x − 2)2 + (y − 1)2 = 8 ��� ��
�:
(���� ��� �� ����	� M (3, 4)�
��������� x + y = 7� −x + 7y = 25
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$$ 	�
������� 
 ������� �
� ������

�&7� ��� ���� ���� ��� t �� ����	� A (t, 2) �
���� ���
 �)�$� �� �

��� ��

��(� � 
 �!�
 
 ��� ���	
� "�
��������� t = ±√

5

�&�� �� 1��	�� ��
 ���������� ��� �)�$�� (x − 1)2 + (y + 2)2 = 1  � ����
�� ����	� K (2, 3)�
��������� (x − 3)2 + (y − 8)2 = 1

�&�� �� 1��	�� ��
 ���������� ��� �)�$�� x2 + y2 = 3  � ���� ��
 ����	�
x + y = 1�
��������� (x − 1)2 + (y − 1)2 = 3

�&"� �� 1��	�� ��
 �!	� �� ��� �)�$�� ��� 
(�� ���	
� �7 ��� ��������� ���

����	� 3x − 4y − 13 = 0 ��� ����	� A (7, 2)�
��������� x2 + y2 − 26x + 12y + 105 = 0 � x2 + y2 − 2x − 20y + 1 = 0

�&#� �� 1��	�� �� ���
� ����	� ��� �)�$�� x2 + y2 = 9 ��� ��� ����	��
x + y = 2�
��������� A

�
1 − 1

2

√
14, 1 + 1

2

√
14
�
� B

�
1 + 1

2

√
14, 1 − 1

2

√
14
�

�&%� ��� ���
� ���
� ��� λ � �!	� �� x2 + y2 = 1 − 2λ �������
�� �)�$�4
��������� λ < 1

2

�&&� �� 1��	�� �� ����	� ����� ��� �)�$�� x2 +y2 = 1 �� ��
 ����	� y = 3x�
��������� A

�√
10

10
, 3

√
10

10

�
� B

�
−

√
10

10
,− 3

√
10

10

�

�&+� �� 1��	�� ��
 �!	� �� ��� ���
�� (����� � 
 �)�$ 


(x − 1)2 + (y − 2)2 = 4, (x − 2)2 + (y − 1)2 = 4

��������� x − y = 0

�&2� ��� ���� ���� ��� p � �)�$�� �� �!	� �� x2 + y2 + px + y − 1 = 0
��
�(���� ��� �� ����	� A (1, 2)4
��������� p = −6

�&5� >	
���� �� ����	� P (10, 7) ��� � �)�$�� x2 + y2 − 4x − 2y − 20 = 0�
3��� �	
�� � ����$)���� ��� ���� � ��������� �������� ��� �����	 
�

(�� 

� ����	� ��� �)�$�� ��� �� P 4
��������� �' ��� '

�+7� �� 1��	�� �� ����� ��� ��������
�� �������� ��� ������ ��� �� ����	�
A (7, 8) ���
 �)�$� x2 + y2 = 9�
��������� 2

√
26

�+�� ��� ���
� ���
� � 
 p, q � �)�$�� �� �!	� �� x2 + y2 + px + qy − 1 = 0
��
�(���� ��� �� ����	� A (2, 2)* B (3, 1)4
��������� p = − 11

4
� q = − 3

4
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� ������� ����� 	�
������� 
 ������� $%

�+�� �� ���$���)���� ��� � ����	� x + y − 7 = 0 ��������� ���
 �)�$� ��
�!	� �� x2 + y2 − 4x − 6y + 11 = 0�

�+"� ,-�� �� �)�$��
C1 : x2 + y2 − 2y = 0

C2 : x2 + y2 − 4x − 2y + 1 = 0

�� 1��	�� �� ����� ��� ����

���� ���� ��� �� ����� ��� ���
�� (�����
�����
��������� 8 1����
���� 
��� ����� $ ��� � ���
� ���1� ���� 
��� �����

√
15
2

�

�+#� >	
�
��� �� ����	� A (−2,−5) ��� B (3, 4)� �� 1��	�� ��
 �� �������
���� � 
 ����	 
 M ��� �� ���	� ��()�� MA2 + MB2 = 70�
��������� "	
�� � ���#�� �� �;	���� x2 + y2 − x − y − 8 = 0

�+%� �� 1��	�� ��
 �!	� �� ��� �)�$�� ��� 
(�� �

��� ��
 ��(� � 
 �!�
 

��� ��������� ���
 ����	� 3x − 4y + 20 = 0�
��������� x2 + y2 = 16

�+&� �� 1��	�� ��
 �!	� �� ��� �)�$�� ��� 
(�� �

��� ���
 ����	� x+y = 5
��� ��
�(���� ��� �� ����	� A (2, 3)* B (4, 1)�
��������� (x − 3)2 + (y − 2)2 = 2

�++� �� 1��	�� ��
 �!	� �� ��� �)�$�� ��� ��
�(���� ��� �� ����	� A (1, 1)*
B (1,−1)* Γ (2, 0)�
��������� (x − 1)2 + y2 = 1

�+2� �� 1��	�� ��
 �!	� �� ��� �)�$�� ��� ��������� ����� �!�
�� ��� ��
�:
(���� ��� �� ����	� A (−2,−3)�
��������� x2 + y2 − 2αx − 2αy + α2 = 0  ��� α = −5 ± 2

√
3�

�+5� �� 1��	�� ��
 �!	� �� ��� �)�$�� ��� 
(�� �

��� �� ����	� K (3,−1)
��� ��������� ��� ��
 ����	� 2x − 5y + 18 = 0 (���� ������ &�
��������� x2 + y2 − 6x + 2y − 28 = 0

�27� �� 1��	�� ��
 �!	� �� ��� �)�$�� ��� 
(�� �

��� �� ����	� K (3,−1)
��� ��������� ��� ��
 ����	� 2x − 5y + 18 = 0 (���� ������ &�
��������� x2 + y2 − 6x + 2y − 28 = 0

�2�� 3��� �	
�� � �!	� �� ��� �)�$�� ��� ��
�(���� ��� �� ����	� A (2, 1)
��� ��������� ���
 ����	� y = x ���
 ��(� � 
 �!�
 
�
��������� x2 + y2 − 5x + 5y = 0

�2�� '�� �� ����	� Σ (4,−2) �
�
���� �������

�� ε1, ε2 ���� ��
 �)�$�
x2 + y2 = 10�

.�/0 �� 1��	�� ��� �!������� � 
 ε1, ε2�

.1/0 �� �����	!��� ��� ε1⊥ε2�
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$& 	�
������� 
 ������� �
� ������

��������� �+ x − 3y − 10 = 0� 3x + y − 10 = 0 -+ λ1λ2 =
�

1
3

�
(−3) = −1

�2"� �� 1��	�� ��
 �!	� �� ��� �)�$�� ��� ��
�(���� ��� �� ����	� A (1, 2)*
B (3, 4) ��� ��������� ���
 ����	� 3x + y − 3 = 0�
��������� x2 + y2 − 8x − 2y + 7 = 0� x2 + y2 − 3x − 7y + 12 = 0

�2#� �� �����	!��� ��� �� ����	� A (9, 1)* B (7, 9)* Γ (−2, 12) ��� Δ (6, 10)
�	
�� ������$����

�2%� ,-�� �� �)�$��6

C1 : x2 + y2 + 4x − 12y + 14 = 0

C2 : x2 + y2 − 14x + 6y − 22 = 0

.�/0 �� 1��	�� �� ����	� ����� A,B � 
 C1* C2�

.1/0 �� 1��	�� �� ����� ��� ���
�� (����� AB � 
 C1* C2�

��������� �+ A (3, 5)� B (−1, 1) -+ AB = 4
√

2

�2&� �� �����	!��� ��� �� �)�$��6

C1 : x2 + y2 − 8x − 2y + 8 = 0

C2 : x2 + y2 − 2x + 6y + 6 = 0

������
��� ��� 
� 1��	�� �� ����	� �������
��������� E

�
11
5

,− 7
5

�

�2+� �� �����	!��� ��� �
 � $���� � 
 �������� 
 MA
MB ��� ����	�� M (x, y)

��� �� ����	� A (−1, 3)* B (2, 4) �	
�� �������� ��� 	��� �� � ���� ��
M �
���� �� �)�$� ��� ���	�� 
� 1��	�� ��
 �!	� ���
��������� x2 + y2 − 6x − 26

3
y + 70

3
= 0

�22� �� 1��	�� ��� ���� ���� ��� λ �� ����	� A (2, 0)* B (0, 1)* Γ (4, 5) ���
Δ (0, λ) �	
�� ������$����
��������� λ = 1� λ = 14

3

�25� �� 1��	�� �������

� ��� �)�$�� (x − 2)2 +(y + 1)2 = 13 � ���	� �	
��
����$$�$� ���� ��
 ����	� 4x + 6y + 5 = 0�
��������� 2x + 3y + 12 = 0� 2x + 3y − 14 = 0

�57� �� 1��	�� ��
 �!	� �� �������

�� ��� �)�$�� x2+y2+2x−10y+17 =
0 � ���	� �	
�� ������ ���
 ����	� 2x + y − 5 = 0�
��������� x − 2y + 11 − 3

√
5 = 0� x − 2y + 11 + 3

√
5 = 0

�5�� �� 1��	�� ��� �������

�� ��� �)�$�� x2 + y2 = 25 ��� �(����	���
 ��
��
 �!�
� x′x � 
	� 30◦�
��������� x −√

3y + 10 = 0� x −√
3y − 10 = 0

���������� !�����
"�����#���� ���#�� ����
��
http://lyk-evsch-n-smyrn.att.sch.gr

���� ��������

��
www.nsmavrogiannis.gr



� ������� ����� 	�
������� 
 ������� $'

�5�� �� 1��	�� �� ����� ��� (����� ��� ��������� � ����	� 4x − 2y − 7 = 0
��� ��
 �)�$� 4x2 + 4y2 − 24x + 5y + 25 = 0�
���������

1
2

√
19

�5"� �� 1��	�� ��� �!������� � 
 �)�$ 
 ��� ��
�(�
��� ��� �� ����	�A (−4, 3)
��� ��� ������
��� ���� ����	�� x + y = 2 ��� x − y = 2
��������� 5������
 1�� ���#��� 9� (x − t)2 + y2 = (t−2)2

2
�� t = −10 ± 3

√
6�

�5#� �� �����	!��� ��� �� �)�$��

x2 + y2 − 2x = 0

x2 + y2 + 6x − 6y + 2 = 0

������
��� �! �������

�5%� �� �����	!��� ��� � �� �������� ����� � 
 ����	 
 � 
 ���	 
 ��
�������� � 
 �������
 
 � 
 �������� 
 ��� ��� ������� ����	�� ax+
by + c = 0* bx − ay + d = 0 �	
�� �������* �	
�� �)�$���

�5&� 3��� ��
���� ��
��� 
� ���
�����)
 �� α, β ���� � ����	� x
α + y

β = 1

� ��������� ���
 �)�$� x2 + y2 = ρ24
���������

1
α2 + 1

β2 = 1
ρ2

�5+� �� 1��	�� ��
 �!	� �� ��� �)�$�� ��� 1�	������ ��� �� ������������
� 
 �!�
 
 ��������� �����)� ��� ���
 ����	� 5x + 12y = 60�
��������� 5������
 1�� ���#��6 (x − 15)2 + (y − 15)2 = 152� (x − 2)2 + (y − 2)2 = 22

�52� �� �����	!��� ��� �� ��������
�� ��� �)�$�� x2+y2 = 25 ��� ��
�(�
���
��� �� ����	� T (13, 0) �(����	���
 � 
	� �� ��
 �!�
� x′x ��� ���	��
�� ��	��
� �	
�� 5

13 �

�55� '�� �� ����	� L (4, 3) �
�
���� ��������
�� LA,LB ���
 �)�$� x2 +
y2 = 9� �� 1��	�� �� ��1���
 ��� LAB�
���������

192
25

�77� �� 1��	�� ��
 �)�$� ��� ��
�(���� ��� �� ����	� A (−1, 5) ��� ���������
���� ����	�� 3x + 4y − 35 = 0* 4x + 3y + 14 = 0�
��������� (x − 2)2 + (y − 1)2 = 52�

�
x + 202

49

�2
+
�
y − 349

49

�2
=
�

185
49

�2

�7�� �� �����	!��� ��� � �!	� ��

(1 − t)x2 + (1 − t) y2 − 2 (1 + t)x − 2 (2 − t) y + 3 = 0

�������
�� �)�$� ��� ���� t �= 1�

�7�� ,-�� � �)�$�� x2 + y2 − 6x − 4y − 12 = 0 ��� �� ����	� A (−1, 5)�
'��) ���$���)���� ��� �� ����	� �
���� ���
 �)�$� 
� 1��	�� �� �
��:
���������� ����
��������� A′ (7,−1)
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$( 	�
������� 
 ������� �
� ������

�7"� �� 1��	�� ��� ���� ���� ��� p � ����	� (συνθ)x + (ημθ) y − p = 0
��������� ���
 �)�$� x2 + y2 − 2α (συνθ)x− 2β (ημθ) y−α2ημ2θ = 0
��������� p = ασυν2θ + βημ2θ ±

�
α2 + β2ημ2θ

�7#� ,-�� � �!	� ��(
p2 − 2q

)
x2 − (

q2 + 1
)
y2 + px + 4qy = 0

��� ���
� ���
� � 
 p, q � �!	� �� ���� �������
�� �)�$�4
��������� p = 0, q = 1

�7%� ;���
����� ��� � ����	� y = mx �	
�� � �!	� �� �	�� (����� ��� �)�$��
x2 + y2 − 2αx = 0� �� �����	!��� ��� � �)�$�� �� �������� ��
 (����

(�� �!	� ��6 (

1 + m2
) (

x2 + y2
) − 2α (x + my) = 0

�7&� �� �����	!��� ��� ��� ���� ���� ��� λ �� ����	�� x + λy = 2λ + 3*
λx − y = λ − 1 �
�
�
��� ��� ��� �� ���
� ����	� ���� �	
�� ����	� ���
�)�$�� (x − 2)2 +

(
y − 3

2

)2 = 5
4 �

�7+� >	
���� � ����	� 5x + 3y + 2 = 0 ��� � �)�$�� x2 + y2 − x − 2 = 0�

.�/0 �� ���$���)���� ��� �� ����	� A
(−14

17 , 12
17

)
* B

(
1
2 ,−3

2

)
�	
�� ���
�

����	� ��� ����	�� ��� ��� �)�$���

.1/0 �� �����	(��	 ��� � �!	� ��
(
x2 + y2 − x − 2

)
+λ (5x + 3y + 2) =

0 �	
�� ��� ���� ���� ��� λ �!	� �� �)�$�� ��� ��
�(���� ��� ��
A,B�

.�/0 �� �����	!��� ��� �� �

��� � 
 �)�$ 
 ��� ��������

�� �� :
������� �
����
 ���
 ����	� 6x − 10y − 3 = 0�

�72� >)� �)�$�� ��
�(�
��� ��� �� A (14, 2)* 
(��
 �� �

��� ���� ���

����	� y = 1

2x ��� ������
��� ���
 �!�
� x′x� �� 1��	�� ��� �!�������
���� ����� ��� ��
 �!	� �� ��� �$$�� �������

�� �����
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� ������� ����� 	�
������� 
 ������� $/

��������� (x − 20)2 + (y − 10)2 = 100� (x − 10)2 + (y − 5)2 = 25 ��� � �##� �<�����

�

�	
�� � y = 4
3
x

�75� �� 1��	�� ��� ���

� �������

�� � 
 �)�$ 
 x2 + y2 − 2x− 6y + 9 = 0
��� x2 + y2 + 6x − 2y + 1 = 0�

��������� 5������
 �
������ ���

� �<�����

��6 x = 0� y = 4� y = − 3
4
x+ 5

2
��� y = 4

3
x

��7� ,-�� �� ����	� P (1,−2)* Q (−3, 4)� �� 1��	�� ��
 �� ������� ����
� 
 ����	 
 M ��� �� ���	� ��()��

−−→
PM · −−→PQ = −−→

PM
2

��������� (x + 1)2 + (y − 1)2 = 13

���� �� 1��	�� ��
 �!	� �� ��� �)�$�� ��� 
(�� �

��� K (1,−2) ��� ���:
������ �� ������ ��� �)�$�� x2 + y2 − 2x − 15 = 0�
��������� (x − 1)2 + (y + 2)2 = 4

���� �� �����	!��� ��� �� �!������� 5x + 3y = 9* x = 3y* 2x = y ���
x + 4y + 2 = 0 �� ��
 ����� ��� �	
�
��� �	
�� �!������� �$����
 ��:
���B���� ������$
���� ��� ���	�� ��� 
� �������	���� �� �!	� �� ���
�����������

�� �)�$���
��������� 9� 1�� ��7�� ����	�� �
�
�
��� ��� ����	� A

�
3
2
, 1
2

�
� 1������ �� ��
 ��	�� ���

B (0, 0) ��� ��
��	=�
��� 
��� -�	������ �� ����	� Γ
�− 2

9
,− 4

9

�
� Δ

�
42
17

,− 19
17

�
8 �;	���� ���

���#�� ��� 1�
������ �� �� A, B, Γ �	
�� x2 + y2 − 20
9

x + 5
3
y = 0 ��� ����#� 1������7
����

 �� 1�
������ �� �� Δ�

��"� ,-�� � �)�$�� x2 + y2 = ρ2 ��� �� ����	� P (α, β) ����� ��� �)�$���
'�� �� ����	� P �
�
���� �
�
����� ���� ��
 �)�$�� �� ������(��	
��� �� �
�� � 
 (����
 ��� ��	���
 �� �
�
����� �
����
 ���
 �)�$�
�� �!	� �� x2 + y2 = αx + βy�

��#� ,-�� �� ����	� M (x, y) ��� �)�$�� x2 + y2 = 1�

.�/0 ,-�� ��� 3x + 4y = c� �� �����	!��� ��� �� �)�����

x2 + y2 = 1
3x + 4y = c

}
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$3 	�
������� 
 ������� �
� ������


(�� $)�� �
 ��� ��
� �
 25 − c2 ≥ 0

.1/0 3��� �	
�� � �
����� ��� ���� � �$�(���� ���� ��� �����	 
� �����
� ��������� 3x + 4y�

��������� ' ��� .'

��%� ,-�� �� �)�$��

x2 + y2 − 2mx − 2ny − m2 + n2 = 0

x2 + y2 − 2nx + 2my + m2 − n2 = 0

.�/0 �� �����	!��� ��� �� �)�$�� �
�
�
��� ��� ����	� A (0, n − m)*
B

(
2mn(n+m)

n2+m2 , (n−m)(n+m)2

n2+m2

)
�

.1/0 �� �����	!��� ��� �� ��������
�� ��� ����	� ����� �	
�� ��������

��&� '��) ���$���)���� � �����

��� �!����� 


α (3x + 4y − 10) + β (3x − y − 5) = 0, |α| + |β| �= 0

������� �	� �����

��� ������
 
� 1��	�� ���
� ��� ���
� ������
���
���
 �)�$� x2 + y2 + 2x − 4y = 0�
��������� 2x + y − 5 = 0 ��� x − 2y = 0

��+� ,-�� �� ����	� A (−t, 0)* B (t, 0)� D� ��)�� �$�� ��� ����	�� (ε) ���

(��
 ��
 ���$���� ��������6

• �� �������� � 
 �������� 
 � 
 ����	 
 A* B ��� ��
 (ε) �	
��
2c > 2t > 0 ���� c ��������

�� �����	!��� ��� �� ����	�� (ε) ������
��� ���
 �)�$� x2 + y2 = c2�

��2� �� �����	!��� ��� �� �
�� � 
 (����
 ��� �)�$�� x2 +y2 +2gx+c = 0
��� ��
�(�
��� ��� ��
 ��(� � 
 �!�
 
 �
����
 ���
 �)�$� x2 + y2 +
gx = 0�

��5� ��� ��
 ����	� y = mx+c �	
�� �
 ��� ��� ��������� ��� ��
 �)�$� x2+
y2 = α2 (���� ������ 2d� �� �����	!��� ��� c2 =

(
α2 − d2

) (
1 + m2

)
���������

��7� ,-�� ��	� 
� ABΓ� �� �����	!��� ��� � �� �������� ����� � 
 ��:
��	 
 ��� ����
��� � 
 ���	 
 �� �������� � 
 �������
 
 � 
 ���:
����� 
 ��� ��� �����
� ��� �����
�� �	
�� �������* �	
�� �)�$�� ��
�

��� �� 1��)��
��� ��� ABΓ�

���������� !�����
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� ������� ����� 	�
������� 
 ������� $4

���� ,-�� �)� ������	 ������	 γ, λ ��� �� ����	� A (−γ, 0)* B (γ, 0)� ��
�����	!��� ��� �� ����	� M �� ��
 ��������

|−−→MA|
|−−→MB| = λ

�
����


• 8�� ���������� x = 0 ��� AB �
 λ = 1

• 8� �)�$� .9)�$�� ��� '��$$ 
	��0 ��� ���	�� ��� 
� 1��	�� ��

�!	� ���

��������� x2 + y2 +
2(1+λ2)γ

1−λ2 x + γ2−λ2γ2

1−λ2 = 0

���� �� �����	!��� ��� �� ����	��

x + λy − 2 = 0
λx − y + 2λ = 0

}

�
�
�
��� ������ ��� ��� �� ����	� ����� ���� �
���� �� ������� �)�$��
��������� �� ���
 ����	� ��
 1�� �����7
 �	
�� �� M

�
−2λ2−1

1+λ2 , 4λ
1+λ2

�
��� � ��
��

��� ���
������
 �� ��
������

�� ��� ��������� �
 #������ ��� ��
���� x + λy − 2 = 0�

λx − y + 2λ = 0 �� ���� λ� >�	������ λ = −x−2
y

� λ = y
x+2

��� �;��7
�
��� -�	������

−x−2
y

− y
x+2

= 0 �� ��
 ���	� ��������� x2 + y2 = 4�

"�� ��	�
���

��"� 3���� �	
�� � �� �������� ����� � 
 ����	 
 M ��� ����
(��
 ��� ��

����	� x = −1 ��� �� ����	� W (1, 0)4
��������� 8 ����-�#� �� �;	���� y2 = 4x�

��#� �� 1��	�� ��
 ��������� ��
 ���	� ��� ��
 ��������)�� ��� ����1�$��
y2 = 6x� ��������� p = 3� E

�
3
2
, 0
�

��%� �� 1��	�� ��
 ��������� ��
 ���	� ��� ��
 ��������)�� ��� ����1�$��
x2 = 5y� ��������� p = 5

2
� E

�
0, 5

2

�
� y = − 5

4

��&� �� 1��	�� ��
 �!	� �� ��� ����1�$�� ��� 
(�� ������ �� O* �!�
�
��������	�� ��
 x′x ��� ��
�(���� ��� �� A (2, 7)�
��������� y2 = 49

2
x

��+� �� 1��	�� �� ���
� ����	� ��� ����1�$�� y2 = 4x �� ��
 ����	� x+ y =
1�
��������� M1

�
−2

√
2 + 3,−2 + 2

√
2
�
� M2

�
2
√

2 + 3,−2 − 2
√

2
�

��2� �� �����	!��� ��� ����1�$� y2 = 4αx ��������� ��� ��
 ����	� y =√
2x − 4α

√
2 (���� ������ 6α

√
3�

���� ��������
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%, 	�
������� 
 ������� �
� ��������

��5� �� �����	!��� ��� � ����1�$� y2 = 2px ��� � ����	� y = x 
(��
 �)�
���
� ����	�� ��� ���� ���� ��� p � �������� � 
 �)� ����
 ����	 

�	
�� 	�� �� 8

√
2�

��������� p = ±4

�"7� ��� ���� ���� ��� λ � ����	� λx+4y +7 = 0 �	
�� ��������
� y2 = 4x�
��������� λ = 16

7

�"�� �� �����	!��� ��� � �!	� �� (4y)4 − x2 = 0 ��	��� �)� ����1�$
��

��������� ��� y2 = 1
16

x� y2 = − 1
16

x

�"�� �� �����	!��� ��� � ����	� ��� ��
�(���� ��� �� P (0, 2α) ��� 
(�� ��
:
��$���� �����)
�� � 1

2 ��������� ���
 ����1�$� y2 = 4αx�

�""� �� 1��	�� ��
 �!	� �� ��� ����1�$�� �� ���	�E
(
0,−4

3

)
��� ��������)��

y = 4
3 �

��������� x2 = − 16
3

y

�"#� �� 1��	�� ��� �!������� � 
 ���
�
 �������

 
 � 
 ����1�$�
 y2 =
4αx ��� x2 = 4βy�
��������� 3√αx + 3√βy +

3√
α2 3

�
β2 = 0

�"%� ,-�� � ����1�$� y2 = 12x� �� 1��	�� ����	� ��� ��
�(���� ��� ��

���	� ��� ��� ��������� ��� ��
 ����1�$� (���� ������ �%�
��������� y = ± (2x − 6)

�"&� �� �����	!��� ��� � ����1�$� x2 = −2y ��� � �)�$�� x2 + (y + 3)2 = 5
������
��� .��$��� �� ������ ���
� ����	� ���� �� �������

�� ����
����	����
0�
��������� 5������
 1�� ���
� ����	� �� ���	� �	
�� ��� ����	� ���<�� �� A (2,−2)�

B (−2,−2)�

�"+� ,-�� � ����1�$� y2 = x ��� �� ����	� ��� A (1, 1)* B (4, 2) ��� Γ (9, 3)�

.�/0 �� 1��	�� ��� �������

�� (ε1)* (ε2)* (ε3) ��� ����1�$�� ��� ����	�
A,B,Γ �
�����	( ��

.1/0 �� 1��	�� �� ����	� ����� A′, B′,Γ′ ��� (ε2) �� ��
 (ε3) ��� (ε3)
�� ��
 (ε1) ��� ��� (ε1) �� ��
 (ε2)�

.�/0 �� ���$���)���� ��� �� ������
��� ��� �����
�� A′B′Γ′ �
����
���
 ��������)�� ��� ����1�$���

���������

���������� !�����
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� ������� ����� 	�
������� 
 ������� %�

)�0+ y = 1
2
x + 1

2
� y = 1

4
x + 1� y = 1

6
x + 3

2

)-0+ A′ �6, 5
2

�
� B′ (3, 2)� Γ′ �2, 3

2

�

)�0+ "	
�� υB′ : y = 14−4x ��� υΓ′ : y = −6x+ 27
2

��� �� ��� ��
��� �	
�� �� H
�− 1

4
, 15

�
�

�"2� �� �����	!��� ��� �� �
�� � 
 (����
 ��� ����1�$�� y2 = 4x ��� 
(��

��
��$���� �����)
�� � λ = 1 �
����
 �� ����	� ������ ��� ���	�� 
�
1����	 ��� � �!	� ���
��������� y = 2 �� x ≥ 1�

�"5� �� �����	!��� ��� �� ��������
�� ��� ����1�$�� y2 = 4x ��� ����	�
��� A (4, 4)* B

(
1
4 ,−1

)
�
�
�
��� ������ ��� ��� �� ����	� ����� ����

�
���� ���
 ��������)�� ��� ����1�$���

�#7� >	
�
��� �� ����	��

(ε1) : y = 2x, (ε2) : x = −2

��� �� ����	� H (2, 0)� �� 1��	�� ����	� ��� (ε1) ��� 
� ��
(�� �!, 	���
��� ��
 ����	� (ε2) ��� �� ����	� H�
��������� �� ������ ��� �� ���
� ����	� ��� (ε1) �� ��
 ����-�#� y2 = 8x ��� �	
�� ��

O (0, 0) , M (2, 4)�

�#�� �� 1��	�� �������

� ��� ����1�$�� y2 = 4x ��� �	
�� ����$$�$� ���

x − 4y + 3 = 0�
��������� x − 4y + 16 = 0

�#�� ,-�� � ����1�$� y2 = 4x� 8� ���� ����	� M ��� ����1�$�� �
������:
(�)�� �� ����	� N 
��� ����

−−→
ON = 2−−→OM � �� 1��	�� ��
 �� �������

���� ��� ����	�� N �
��������� y2 = 8x

���� ��������
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%$ 	�
������� 
 ������� �
� ��������

�#"� �� 1��	�� �������

� ��� ����1�$�� y2 = 8x ��� �	
�� ����$$�$� ���

����	� 2x − 6y + 5 = 0
��������� x − 3y + 18 = 0

�##� �� �!������� �
 � ����	� x + y = −1 �	
�� �������

� ��� ����1�$��
y2 = 4x�
��������� ��� ��� �� ����	� ���<�� �	
�� �� P (1,−2)�

�#%� >	
���� � ����1�$� y2 = 2px� D
����� x′ = αx ��� y′ = αy* α �= 0� ��
������(��	 ��� �� ����	� (x′, y′) ��
�	��� ��$� �� ����1�$��

�#&� .�/0 �� �����	!��� ��� � ����	� y = αx + β* α �= 0 �	
�� ��������
�
��� ����1�$�� y2 = 2px �
 ��� ��
� �
 ��()�� p = 2αβ�

.1/0 E����������	��� �� ����
$���� ��� ��������

�� �� ������� ���

� ���$���)���� ��� � ����	� x− 3y +18 = 0 �	
�� ��������
� ���
����1�$�� y2 = 8x�

�#+� ,-�� ��� � ���
� �������

� ��� �)�$�� x2+y2 = c2 ��� ��� ����1�$��
y2 = 2αx �(����	��� �� ��
 �!�
� x′x � 
	� θ�

>�	!�� ���

εϕ2θ =
√

c2 + 4α2 − c

2c

�#2� �� 1��	�� ��
 �� ������� ���� � 
 �

�� 
 � 
 �)�$ 
 �� ���	�� ���:
���
��� ���
 �!�
� y′y ��� ���
 �)�$� x2 + y2 = 2αx�
��������� 9 �;�
�� x′x ��� � ����-�#� y2 = 4αx�

�#5� >	
���� ������� ����	� A ��� ����	� (ε) ��� ��
 ��
�(���� ��� �� A�
�� �����	!��� ��� � �� �������� ����� � 
 �

�� 
 � 
 �)�$ 
 ���
��
�(�
��� ��� �� A ��� ������
��� ���
 (ε)* �	
�� ����1�$��

�%7� ,-�� � ����1�$� y2 = 4px, p > 0� C	� (���� ��� AB �	
�� ������
���
 �!�
� ��� 
(�� ����� 8p� �� ������(��	 ��� −→OA

−−→
OB = 0�

���������� !�����
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� ������� ����� 	�
������� 
 ������� %%

�%�� =���$���� ��	� 
� OAB �	
�� ���������

� ���
 ����1�$� y2 = 4px
�� ������ �� O� �� 1����)
 �� �!������� � 
 �$����
 ����
��������� y = ±

√
3

3
x ��� x = 12p

�%�� ,-�� � ����1�$� C : y2 = 2px ��� �	� (���� ��� AB ����$$�$� ��
��
 �!�
� y′y � ���	� ���
��� ��� ��
 ���	�� �� ������(��	 ���6

.�/0 (AB) = 2(EK) ���� K �� ����	� ��� �
�
�� � �!�
�� x′x ��

��������)���

.1/0 <� �������

�� ��� A ��� B ��
�(�
��� ��� �� K�

�%"� >	
���� � ����1�$� C : y2 = 2px ��� �)� (���
� ��� OB* OΓ* ����
� � 
	� B̂OΓ = 90◦� �� ������(��	 ��� � BΓ ��
�(���� ��� �������
����	��

�%#� >	
�
��� �� ����	� ��� ����
��� (x, y) =
(
2pκ2, 2pκ

)
�� κ ∈ R �

.�/0 �� ������(��	 ��� �� ����	� ���� �
����
 �� ����1�$��

.1/0 '
 A
(
2pκ2

1, 2pκ1

)
* B

(
2pκ2

2, 2pκ2

)
�	
�� �)� ����	� ��� ����1�$��

�����* 
� ������(��	 ��� �
 � AB ��
�(���� ��� ��
 ���	�* �	
��
4κ1κ2 = −1�

�%%� ,-�� � ����1�$� y2 = 2px ��� ����1$��� �������

� ��� (ε)� ��
1����	 � �� �������� ����� ��� ���1�$�� ��� ���	�� ��� ����1�$��
���
 (ε)�
��������� 9 �;�
�� y′y�

�%&� �� ������(��	 ��� �� ��������
�� �	�� ����1�$�� ��� ���
��� ��� ��(�

����	� ��� ��������)��� ��� �	
�� ��������

�%+� �� ������(��	 ��� � �������

� (ε) ��� ����1�$�� y2 = 2px ��� ��:
��	� ��� M ��(�����	 ��
 � 
	� ��� �(����	��� � ME .E � ���	� ���
����1�$��0 �� ��
 ����$$�$� ��� ������ ��� �� M ���� ��
 x′x�

�%2� ,-�� � ����1�$� C : y2 = 2px ��� � �������

� ��� (ε) �� 

� ����	�
��� M (x1, y1)� �� �����	!��� ��� �
 � ����	� OM �
�
�� ��
 ������:
��)�� ��� ����1�$�� ��� ����	� N ���� NE// (ε)�

"�" ���
���

�%5� �� 1��	�� ��
 �!	� �� ��� 
$$��B�� ��� 
(�� ���	�� E1 (−5, 0)* E2 (5, 0)
��� ����$� �!�
� �#�
���������

x2

144
+ y2

119
= 1

�&7� �� 1��	�� ��
 �!	� �� ��� 
$$��B�� ��� 
(�� ����$� �!�
� �7 ��� ��:
��
������� 3

5 �
���������

x2

100
+ y2

64
= 1

���� ��������
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%& 	�
������� 
 ������� �
� �������

�&�� �� 1��	�� ��
 �!	� �� ��� 
$$��B�� ��� 
(�� ������� �������� 2γ = 6
��� ����
������� 3

5 �
���������

x2

25
+ y2

16
= 1

�&�� �� 1����)
 �� ���� � 
 �!�
 
* �� ���	�� ��� � ����
������� ��� 
$:
$��B�� �� �!	� �� 4x2 + 25y2 = 100�
��������� 2α = 10� 2β = 4� E1

�
−√

21, 0
�
� E2

�√
21, 0

�
��� ε =

√
21
5

�&"� �� 1��	�� ��
 �!	� �� 
$$��B�� ��� 
(�� �!�
�� �������	�� ���� �!�
��
��� ��
�(���� ��� �� ����	� M

(
2,
√

3
)
��� N (0, 2)�

���������
x2

16
+ y2

4
= 1

�&#� �� 1��	�� �� ����	� M ��� 
$$��B�� ��� ������� �(���6

��������� M
�
− 15

4
,
√

63
4

�

�&%� �� 1��	�� ����	� ��� ����	�� y = 2x ��� ���	�� �� �������� � 
 ���:
����� 
 ��� �� ����	� A (−3, 0) ��� B (3, 0) �	
�� 	�� �� �7�
��������� M

�
10

√
29

29
, 20

√
29

29

�
� M ′

�
− 10

√
29

29
,− 20

√
29

29

�

�&&� �� 1��	�� ��
 �������

� ��� 
$$��B�� x2

9 + y2

3 = 1 ��� ����	� ��� 
(��
������

� � ��� ������ ������

��
���������

x
9

+ 2
√

6y
9

= 1

�&+� �� 1��	�� ��
 �!	� �� ��� �������

�� ��� 
$$��B�� 4x2 + 25y2 = 100
� ���	� �	
�� ����$$�$� ���
 ����	� 2x − 3y = 1�
��������� 2x − 3y = ±2

√
34

�&2� �� 1��	�� ��
 �!	� �� ��� �������

�� ��� 
$$��B�� 2x2 + 3y2 = 24 �
���	� �	
�� ������ ���
 ����	� −x − 2y + 5 = 0�
��������� 2x − y = ±2

√
14

�&5� �� 1��	�� ��
 �!	� �� ��� �������

�� ��� 
$$��B�� x2

9 + y2

5 = 1 � ���	�
��
�(���� ��� �� ����	� A (3, 5)
��������� x = 3� 2x − 3y + 9 = 0
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� ������� ����� 	�
������� 
 ������� %'

�+7� �� 1��	�� ��
 �!	� �� ��� �������

�� ��� 
$$��B�� 4x2 + y2 = 20 �
���	�6

.�/0 -	
�� ����$$�$� ���
 ����	� 4x + y + 4 = 0�

.1/0 -	
�� ������ ���
 ����	� x + 4y + 12 = 0�

.�/0 >�
�(���� ��� �� ����	� A (0, 10)�

���������

)�0+ 4x + y = ±10

)-0+ ±4x ∓ y = 10

)�0+ 4x ± y = ±10

�+�� �� 1��	�� ��
 �!	� �� ��� 
$$��B�� �� ���	�� E1 (−3, 0) ��� E2 (3, 0) �
���	� ��������� ���
 ����	� x + y − 5 = 0�
���������

x2

17
+ y2

8
= 1

�+�� �� 1��	�� ����	� ��� 
$$��B�� x2

20 + y2

15 = 1 ��� ��
(�� ��� ��
 �����
�!�
� ��� �������� 	�� �� "�
��������� X1

�
3,

√
33
2

�
� X2

�
3,−

√
33
2

�
� X3

�
−3,

√
33
2

�
��� X4

�
−3,−

√
33
2

�
�

�+"� �� 1��	�� ��
 �!	� �� ��� 
$$��B�� x2

α2 + y2

β2 = 1 � ���	� ��
�(���� ���
�� ����	� A (4,−1) ��� ��������� ���
 ����	� x + 4y − 10 = 0�
��������� 5������
 1�� �##�	?��� x2

20
+ y2

5
= 1 ��� x2

80
+ 4y2

5
= 1

�+#� �� 1��	�� ����	� M ��� 
$$��B�� x2

25 + y2

9 = 1 �
���� ���� Ê1ME2 =
90◦�
��������� M1

�
5
√

7
4

, 9
4

�
� M2

�
5
√

7
4

,− 9
4

�
� M3

�
− 5

√
7

4
, 9
4

�
��� M4

�
− 5

√
7

4
,− 9

4

�
�

�+%� ,-�� � 
$$��B� C : x2

α2 + y2

β2 = 1�

.�/0 �� �����	!��� ��� �� ����	� M (αημt, βσυνt) �
���� ���
 C ���
�
������� � ���� ����	� ��� C �	
�� ��� ������
 �������

.1/0 �� ��
��� �� 	��� ��� �� ����	� N
(

1−t2

1+t2 α, 2t
1+t2 β

)
�

�+&� ,-
� ������ 
� 
(�� ��� �����
� ��� ���
 
$$��B� x2

16 + y2

9 = 1� ��
1��	�� �� ��1���
 ����
��������� 8 �#���� �	
�� 	�� �� 24

5
��� �� ��-�1 


�
24
5

�2
= 576

25
�

�++� >	
�
��� �� �)�$�� (x + 2)2 + y2 = 49 ��� (x − 2)2 + y2 = 4�

.�/0 �� 1��	�� ��
 �(����� �
�� �����

.1/0 �� 1��	�� ��
 �� ������� ���� � 
 �

�� 
 � 
 �)�$ 
 ��� ���:
���
��� ����� �)� �)�$����

��������� )�*+ 9 1������� ���#�� �	
�� �������� � ��� ��7���� )-*+ 8 
##��?� �� �;	����

x2

(9/2)2
+ y2

(
√

65/2)2
= 1�
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��
www.nsmavrogiannis.gr

���������� !�����
"�����#���� ���#�� ����
��

http://lyk-evsch-n-smyrn.att.sch.gr



%( 	�
������� 
 ������� �
� �������

�+2� �� �����	!��� ��� � ����	� y = px + q* p �= 0 �	
�� ��������
� ���


$$��B�� x2

α2 + y2

β2 = 1 �
 ��� ��
� �
 β2 + α2p2 = q2�

�+5� D� ��)�� ��� �)�$��� x2 + y2 = α2 ��� x2 + y2 = β2 �� α > β� '��
�� < �
�
���� ����1$��� �������	� ��� �
�
�� ���� �)�$��� ��� Λ,K
�
�����	( �� '�� �� K �
�
���� ����$$�$� ���
 x′x ��� ��� �� Λ
����$$�$� ���
 y′y �� ���	�� �
�
�
��� ��� M �

�� �����	!��� ��� �� ����	� M �
���� ���
 
$$��B� x2

α2 + y2

β2 = 1�

�27� '
 (ε) �	
�� � �������

� ��� 
$$��B�� C : x2

α2 + y2

β2 = 1 ��� M1 (x1, y1)

� �����	!��� ��� � ������ ���
 (ε) 
(�� ��
��$���� ���)��
��� λ =
α2y1

β2x1
�

�2�� �� �!������� �
 ����(�� 
$$��B� ���
 ���	� 

� ����	� ��� M 
� �(�:
���	��� �� ��� ���	�� ��� E ��� E′ ����$���� ��	� 
��
��������� ��� ���� �� α = 2γ� β = γ

√
3

�2�� < �)�$�� �� �

��� �� O(0, 0) ��� ���	
� β ��
�(���� ��� ��� ���	�� ���


$$��B�� x2

α2 + y2

β2 = 1 �� α > β� �� 1����	 � ����
������� ��� 
$$��B���

��������� ε =
√

2
2

�2"� >	
���� � 
$$��B� C : x2

α2 + y2

β2 = 1� �� �����	!��� ��� ��� � 
$$��B�
κ2x2

α2 + κ2y2

β2 = 1 
(�� ��
 	��� ����
������� �� �� C�

�2#� �� ��������)
 �� ����
�������� � 
 �$$�	B� 
 C1 : x2

α2 + y2

β2 = 1 ���

C2 : x2

α4 + y2

β4 = 1* �� α > β�
��������� ����#����� ����
�� ���� 
��� � 1�������

�2%� >	
���� � 
$$��B� x2

α2 + y2

β2 = 1 �� α > β�
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� ������� ����� 	�
������� 
 ������� %/

.�/0 �� ��	!��� ��� �� ������$���� E′BEB′ �	
�� ���1�� .E′*E �� ���	:
��* B′* B �� ���� ��� �����) �!�
�0

.1/0 �� 1����	 �� ��1���
 ��� ���1���

��������� )-*+ 2β
�

α2 − β2

�2&� ,-�� � 
$$��B� C : x2

α2 + y2

β2 = 1 ��� � �������

� ��� �� 

� ����	�
P1 (x1, y1) � ���	� �
�
�� ���� �!�
�� x′x ��� y′y ��� ����	� M ��� N
�
�����	( �� ,-�� K* Λ �� ���1�$
� ��� P1 ����� �!�
�� x′x ��� y′y
�
�����	( �� �� �����	!��� ���6

.�/0 (OK) (OM) = α2

.1/0 (OΛ) (ON) = β2

�2+� �� �����	!��� ��� �� ����	� ����� � 
 �$$�	B� 


C1 : x2

α2 + y2

β2 = 1 ��� C2 : x2

β2 + y2

α2 = 1

�	
�� �����
� �������
���

�22� ,-�� � 
$$��B� x2

α2 + y2

β2 = 1 ��� � ���	� ��� E (γ, 0)� C���1$��� ����	�
(ε) ��
�(���� ��� ��
 E ��� �
�
�� ��
 
$$��B� ��� ����	� P1, P2� ��
������(��	 ��� �� �������� 1

EP1
+ 1

EP2
�	
�� ��������

�25� ,-�� � 
$$��B� C : x2

α2 + y2

β2 = 1�

.�/0 �� �����	!��� ��� �
 ��� �� ����	� P (x0, y0) �
����� ��������
��
���
 
$$��B� C ���� � (���� � 
 �����
 
(�� �!	� �� x0x

α2 + y0y
β2 =

1�

.1/0 �� �����	!��� ��� �
 ����1$��� ����	� ��
�(���� ��� ������� ��:
��	� S (x1, y1) ��� �
�
�� ��
 C ��� A,B ���� �� ���
� ����	� � 

�������

 
 ��� C ��� A,B �
���� �� ������� ����	��

�57� �� �����	!��� ��� �� ��
���
� � 
 �������� 
 � 
 �����
 �	�� 
$$��B��
��� �	� ��(�)�� �������

� ��� �	
�� ��������

�5�� �� 1��	�� ��� ���

� �������

�� ��� 
$$��B�� x2

4 + y2

3 = 1 ��� ��� ��:
��1�$�� y2 = 12x�
������ �� @����������	��� ��� �������� $&(� )�*+ ��� $/3�

��������� y = ± (Ax + B)  ��� A = 1
96

�
6 + 6

√
17

3− 1
8

�
6 + 6

√
17 ��� B = 1

2

�
6 + 6

√
17�
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%3 	�
������� 
 ������� �
� ��������

"�# ��
	
���

�5�� >	
���� � ����1�$� �� �!	� �� 9x2 − 16y2 = 144� �� 1����)
 �� ����
� 
 �!�
 
* �� ���	�� ��� � ����
��������
��������� *A;�
��6 2α = 8� 2β = 6� "��	��6 E1 (−5, 0)� E2 (5, 0)� "���
�� ����6 5

4

�5"� �� 1����	 � �!	� �� ��� ����1�$�� � ���	� 
(�� ����������� ��� y =
±4

3x ��� ������� �������� 2γ = 20�
���������

x2

36
− y2

64
= 1 ��� y2

64
− x2

36
= 1�

�5#� �� 1����	 � �!	� �� ��� ����1�$�� � ���	� 
(�� ����������� ��� ��(�:
������ � 
 � 
��
 � 
 �!�
 
 ��� ��
�(���� ��� �� ����	� A (2, 1)�
��������� x2 − y2 = 3

�5%� �� 1��	�� ����1�$� ��� 
(�� 	���� ���	�� �� ��� ���	�� ��� 
$$��B�� x2

12 +
y2

3 = 1 ��� �
�	������ ����
��������
���������

4x2

27
− 4y2

9
= 1

�5&� �� 1��	�� �������

� ��� ����1�$�� x2

4 − y2

9 = 1 �� ����	� ��� ��� �
�:
��� ��� ����� ������������ ��� 
(�� ������

� ���$���� ��� ������

��
����
���������

3
√

2x
8

−
√

2y
12

= 1

�5+� �� 1��	�� ���
� �������

�� ��� ����1�$�� x2 − y2 = 16 �(����	���

�� ��
 x′x � 
	� 120◦�
��������� y = −√

3x ± 4
√

2

�52� �� 1��	�� �������

�� ��� ����1�$�� x2

16 − y2

9 = 1 �� ���	�� �	
�� ����$:
$�$�� ���
 ����	� 5x − 4y − 3 = 0�
��������� ± (5x − 4y) = 16

�55� �� 1��	�� ��
 �!	� �� �������

�� ��� ����1�$�� 9x2 − y2 = 32 �
���	�6

.�/0 -	
�� ����$$�$� ���
 ����	� 9x + y + 9 = 0�

.1/0 -	
�� ������ ���
 ����	� x − 9y + 18 = 0�

.�/0 >�
�(���� ��� �� ����	� A (0, 16)�

���������

)�0+ 9x + y = ±16

)-0+ ±9x ∓ y = 16

)�0+ 9x ± y = ±16

"77� �� 1��	�� ��� ���
� ���
� ��� λ � �!	� �� x2

λ2+1 + y2

λ+7 = 1 �������
��
����1�$�4 3��
� �� �	
�� �� ���	�� ���4
��������� B�� λ ∈ (−7,−2)� "��	�� �	
�� �� E1

�
0,−√

5
�
� E2

�
0,

√
5
�
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� ������� ����� 	�
������� 
 ������� %4

"7�� �� �����	!��� ��� � ����	� y = px + q* p �= 0 �	
�� ��������
� ���

����1�$�� x2

α2 − y2

β2 = 1 �
 ��� ��
� �
 β2 + q2 = α2p2�

"7�� ,-�� � ����1�$� C : x2

α2 − y2

β2 = 1� �� ���(��	 ��� ���� ����$$�$� ����
�	� ��)��� �� �
�
�� ��
 ����1�$� �F�
� ��
� ����	��

"7"� >	
���� � ����1�$� C : x2

α2 − y2

β2 = 1 ��� 

� ����	� ��� M (x1, y1)
����������� ��� ��� �����
� ���� D� ��)�� ��
 �������

� (ε) ���
����1�$�� ��� M ��� ��
 ������ (ε′) ��� (ε) ��� M � ���	� �
�
��
���� �!�
�� x′x* y′y ��� Γ ��� Δ �
�	����(�

.�/0 �� 1����	 ��
������� � 
 x1, y1 � �!	� �� ��� (ε′)�

.1/0 �� 1����)
 �� ��
������

�� � 
 Γ ��� Δ�

.�/0 �� 1����)
 �� ��
������

�� ��� �
��� N ��� ΓΔ�

.�/0 �� ������(��	 ��� � �� �������� ����� ��� N �	
�� �	� ����1�$�
C1�

.�/0 �� ������(��	 ��� �� ����1�$
� C ��� C1 
(��
 ��� 	���� ����
���:
����� �$$� ��� ���	�� �� �����������)� �!�
���

��������� )�*+ y1x
β2 + x1y

α2 = y1x1

�
1

α2 + 1
β2

�
)-*+ Γ

�
x1

β2+α2

α2 , 0
�
� Δ

�
0, y1

β2+α2

β2

�

)�*+ N
�
x1

β2+α2

2α2 , y1
β2+α2

2β2

�

"7#� �� �����	!��� ��� ���� �������

� �	�� ����1�$�� �
�
�� ��� �������:
���� ��� �� ����	� ������ �	
�� �
�� ��� �������� �� ���� �� ����	�
������

"7%� �� 1��	�� ��� ���

� �������

�� ��� ����1�$�� 4x2 − 9y2 = 36 ��� ���
�)�$�� x2 + y2 = 4�
������ �� @����������	��� ��
 ������ %,��

��������� y = ± 2
5

�√
10x +

√
65
�
��� y = ± 2

5

�√
10x −√

65
�

"7&� ,-�� � ����1�$� x2 − y2 = α2 ��� A (x1, y1)*B (x2, y2)* Γ (x3, y3) ��	�
����	� ���� �� ������(��	 ��� �� ������
��� ��� �����
�� ABΓ �
����
���
 ����1�$��

"7+� �� ������(��	 ��� ��� ��� ����
�������� ε1, ε2 � 
 ����1�$�

x2

α2 − y2

β2 =

1 ��� y2

β2 − x2

α2 = 1 ��()�� ε2
1 + ε2

2 = ε2
1ε

2
2�

"72� �� �����	!��� ��� � �������� ���� ���	�� ��� ����1�$�� x2

α2 − y2

β2 = 1
��� ��� ��)��� ��� ��� �	
�� 	�� �� β�

"75� ,-�� � ������$�� ����1�$� x2 − y2 = α2 �� �����
� A ��� A′ ��� �
����	� (ε) : y = k ��� �
�
�� ��
 ����1�$� ��� ����	� B ��� B′� ��
�����	!��� ��� B̂AB′ = B̂A′B′ = 90◦�
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 �������

"�7� ,-�� � ������$�� ����1�$� C : x2 − y2 = α2 ��� A′, A �� �����
� ����
,-�� M ����	� ��� C ��� M ′ �� ���������� ��� M  � ���� ��
 �!�
�
x′x� �� �����	!��� ��� �� ����	� A* M ′ ��� M �	
�� ������
��� � 

�����
 
 MA′M * AMA′ ��� AM ′A′�

� ��
��� ���
�
�

"��� �� �����	!��� ��� 1
1·2 + 1

2·3 + ... + 1
ν(ν+1) = ν

ν+1 �

"��� �� �����	!��� ��� 1
1·2·3 + 1

2·3·4 + ... + 1
ν(ν+1)(ν+2) = ν(ν+3)

4(ν+2)(ν+1) �

"�"� �� �����	!��� ��� �
 0 ≤ α ≤ 1 ���� ��� ���� ������ ��
���� ν ��()��6

(1 − α)ν ≥ 1 − να

"�#� �� �����	!��� ��� �
 0 < α ≤ 1 ���� ��� ���� ������ ��
���� ν ��()��6

(1 − α)ν <
1

1 + να

"�%� �� �����	!��� ��� �
 �� ������	 α1, α2, ..., αν ���� ��()��

(1 + α1) (1 + α2) · ... · (1 + αν) ≥ 1 + α1 + α2 + ... + αν

"�&� �� �����	!��� ��� ��� ���� ν ≥ 10 ��()�� 2ν ≥ ν3�

"�+� �� 1��	�� �� ��$	�� ��� �� ���$���� � 
 �����
�� 
6

.�/0 23 : 4

.1/0 −23 : 4

.�/0 23 : −4

.�/0 −23 : −4

���������

)�0+ υ = 3, π = 5

)-0+ υ = 1, π = −6

)�0+ υ = 3, π = −5

)10+ υ = 1, π = 6

"�2� '
 �� ������	 α, β, γ �	
�� ��
����� 
� 1��	�� �� ���$���� � 
 �����
�� 
6

.�/0 (4α + 8β + 7) : 4

.1/0 (5α − 20γ + 2) : 6

.�/0 (6αβγ + 7) : 6

.�/0 (3α + 9β + 27γ + 81) : 3
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� !����� ���
��� 	�
������� 
 ������� &�

)�0+ %

)-0+ $

)�0+ 4

)10+ ,

"�5� '
 � ν �	
�� ��
����� 
� ���$���)���� ���6

.�/0 < 7ν2 − ν − 6 �	
�� ��$$��$���� ��� ν − 1�

.1/0 < (ν − 1) (ν − 4) + 4 �	
�� ��$$��$���� ��� 2�

.�/0
(
ν2 + 1

) (
ν2 + 2

)
(ν + 1) (ν + 2) �	
�� ��$$��$���� ��� #�

.�/0 < ν4 − 1 �	
�� ��$$��$���� ��� ��

"�7� �� �����	!��� ��� �
 � α ������)��
�� ��� �� + ���
�� ���$���� � ��
	��� ���$���� ���
�� ��� � α2 ������)��
�� ��� ��� +�

"��� �� �����	!��� ��� �� ������	 α, β, γ �	
�� �������	 ���� � �������

(α + β)(β + γ)(γ + α)

�	
�� ��$$��$���� ��� 2�

"��� �� 1��	�� ��� ���
� ���
� ��� ������) �����	�� x ��()�� 2x + 1|12�
��������� x = 1

"�"� �� �����	!��� ��� �
 �� ������	 κ, λ �	
�� ��
����� ���� � ������� κ3+λ3

κ+λ
�	
�� ��
������

"�#� �� �����	!��� ��� �
 x = 3k +1 ��� y = 6m+2 ���� ��
����� x2 +y2 +
x + y �	
�� ��� ������ 3ν + 2�

"�%� �� �����	!��� ��� � ������� 72001+62001+91081+46981 �	
�� ��$$��$����
��� �"�

"�&� �� �����	!��� ��� � �������

n (n + 1) (n + 8)
3

�	
�� ��
������

"�+� �� �����	!��� ��� �
 � x �	
�� �������� ��
����� ���� � ������� x2−1
8

�	
�� ��
������

"�2� �� (�������������� ���� �� ��� 
� �����	!��� ��� �
 ν �	
�� �������
��
����� ����6

.�/0 2ν > 2ν + 1 �� ν ≥ 3

.1/0 1
1·3 + 1

3·5 + ... + 1
(2ν−1)(2ν+1) = ν

2ν+1
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������� 
 �������

"�5� �� �����	!��� ��� �
 � ������� α �	
�� ��$$��$���� � 
 % ��� + ���� �
������� x+70

35 �	
�� ��
������

""7� �� �����	!��� ��� �
 � ������� x1989 + y1989 �	
�� �������� ���� ��� �
������� x2001 + y2001 �	
�� ��	��� ���������

""�� ,-�� α, β �)� ��
����� �� α|β ��� β|α� �� �����	!��� ��� α2 = β2�

""�� 3��� �	
�� �� ���$���� ��� ���	����� 7m − 701 ��� +4
��������� (

"""� ;���(�� ����� m ���� � ������� m2 + m 
� ������	 ��
 ��4
��������� m = 2, 3

""#� -	
�� �
 ��� ��� � x ������	 ��
 y ��� � y ������	 ��
 z� �� �����	!���
��� � x ������	 ��
 y + z�

""%� '
 α|β ��� γ|δ� C����)�� 
� �������
���� ��� (α + γ)|(β + δ)4
��������� *9���

""&� �� �����	!��� ��� �
 � t �	
�� ��$$��$���� ��� 2 ���� � ������� t2 − 64
�	
�� ��$$��$���� ��� &#�

""+� �� �����	!��� ��� �
 α|β* β|γ* γ|α ���� (α − β) (β − γ) (γ − α) = 0�

""2� �� �����	!��� ��� �
 � ������� ! �	
�� ��$$��$���� ��� ν + 1 ��� ���
ν + 2 ���� �	
�� ��$$��$���� ��� ��� ν2 + 3ν + 2�

""5� �� �����	!��� ��� �
 � m �	
�� ��� ������ m = 5k + 3 ���� � 5m + 3
�	
�� ��� ������ 5t + 3�

"#7� 3��� �	
�� �� ���$���� ��� ���	����� (7m + +3)3 ��� ��� 74
��������� (

"#�� �� �����	!��� ��� � am − bm ������	 ��
 akm − bkm�

"#�� >)� ������	 ��
����� α, β 
(��
 �������� �&&� �� 1����)
 �� α, β
�
 �	
�� �
 ��� ��� � α ������)��
�� ��� ��� β ���
�� ��$	�� �" ���
���$���� 7�
��������� α = 757� β = 48�

"#"� ,-�� α, δ ������	 ��
������ '
 δ|7α + 2 ��� δ|3α − 1 ����� �����	 
�
�	
�� � δG
��������� δ = 1 � δ = 13

"##� �� �����	!��� ��� �
 � ������� α �	
�� �������� ���� � ������� β =
3α2+2α+3

4 �	
�� ��
������

"#%� �� �����	!��� ��� ��
 ����(�� ��
����� ν ���� �� ������	 7ν−1
4 ��� 5ν+3
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 ������� &%

"#&� �� �����	!��� ��� �
 3|4x − y ���� 9|4x2 + 7xy − 2y2�

"#+� �� �����	!��� ���
8|32n + 7

"#2� ��� �
� ����������   !�"�	##� ����� �� 1��	�� ����� ��� ����
������)� �* �* "* ���* �555 ��
 ������)
��� �)�� �� �� % �)�� �� �� +�
��������� �%/$

"#5� < �������
�� �	�� -��$�	����� ���	����� �	
�� �� %#� ��� �� ��$	�� �	
��
�� ��� 3���	 ������	 �����	 
� �	
�� �����
��� ��� ���$���� ����� ���
���	�����G
��������� )&'� $+� )&&� �&+� )&%� $(+� )&$� %3+

"%7� �� �����	!��� ��� � ������� x3y − xy3 ������	��� ��� �� "�

"%�� ,-�� A = 9α + 5β ��� B = 14α + 4β� �� �����	!��� ��� ��()�� 17|A
�
 ��� ��
� �
 17|B�
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