
ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται ιςοςκελζσ τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ) και ςτισ ίςεσ πλευρζσ ΑΒ,ΑΓ παίρνουμε αντίςτοιχα 

τμήματα ΑΔ=
3

1 ΑΒ και ΑΕ=
3

1
 ΑΓ.  Αν Μ είναι το μζςο τησ ΒΓ, να αποδείξετε ότι: 

α) τα τμήματα ΒΔ και ΓΕ είναι ίςα.                                                                                         (Μονάδεσ 5) 

β) τα τρίγωνα ΒΔΜ και ΜΕΓ είναι ίςα.                                                                                (Μονάδεσ 10) 

γ) το τρίγωνο ΔΕΜ είναι ιςοςκελζσ.                                                                                    (Μονάδεσ 10)     

 

 



  

α) Επειδή AB = AΓ και AΔ = AE, έχουμε ότι: 

ΒΔ = AB – AΔ = AΓ – AE = ΓE 

 

β) Φέρνουμε αρχικά τα ΔΜ και ΕΜ. 

 

Συγκρίνουμε τα τρίγωνα ΒΔΜ και ΜΕΓ, τα οποία έχουν: 

• BΔ = ΓE, από το α) 

• BM = MΓ, γιατί το Μ είναι μέσο της ΒΓ και 

• Β̂ = Γ̂, ως γωνίες βάσης του ισοσκελούς τριγώνου ΑΒΓ. 

Από το κριτήριο Π-Γ-Π συμπεραίνουμε ότι τα τρίγωνα ΒΔΜ και ΜΕΓ είναι ίσα. 

γ) Τα τρίγωνα ΒΔΜ και ΜΕΓ είναι ίσα, από το β) και άρα ισχύει MΕ = MΔ (καθώς 

βρίσκονται απέναντι από τις ίσες γωνίες Β̂ και Γ̂). Συνεπώς, το τρίγωνο ΜΔΕ είναι 

ισοσκελές. 

 



ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται ιςοςκελζσ τρίγωνο ΚΑΒ (ΚΑ=ΚΒ) και ΚΓ διχοτόμοσ τησ γωνίασ K̂ .  Στην προζκταςη τησ ΒΑ  

(προσ το Α) παίρνουμε ςημείο Λ και ςτην προζκταςη τησ ΑΒ (προσ το Β) παίρνουμε ςημείο Μ, 

ζτςι ώςτε ΑΛ=ΒΜ. Να αποδείξετε ότι: 

α) το τρίγωνο ΚΛΜ είναι ιςοςκελζσ                                                                                     (Μονάδεσ 12) 

β) η ΚΓ είναι διάμεςοσ του τριγώνου ΚΛΜ                                                                         (Μονάδεσ 13)     

 

 



 

Είναι Β ̂Κ = Α ̂Κ ωσ γωνίεσ βάςησ του ιςοςκελοφσ τριγώνου ΚΑΒ. 

α) Συγκρίνουμε τα τρίγωνα ΚΑΛ και ΚΒΜ, το οποία ζχουν: 

 KA = KB, από την υπόθεςη 

 Κ ̂Λ = K ̂M, γιατί Κ ̂Λ =180
ο
 - Β ̂Κ = 180

ο
 - Α ̂Κ = K ̂M 

 ΑΛ = ΒΜ, από υπόθεςη. 

Από το κριτήριο Π-Γ-Π ςυμπεραίνουμε ότι τα τρίγωνα ΚΑΛ και ΚΒΜ είναι ίςα. Οπότε 

ιςχφει ΚΛ = ΚΜ (είναι απζναντι από τισ ίςεσ γωνίεσ Κ ̂Λ και K ̂M). Άρα το τρίγωνο 

ΚΛΜ είναι ιςοςκελζσ. 

β) Η ΚΓ είναι διχοτόμοσ του ιςοςκελοφσ τριγώνου ΚΑΒ που αντιςτοιχεί ςτη γωνία τησ 

κορυφήσ, οπότε είναι και διάμεςοσ του τριγώνου ΚΑΒ. Επομζνωσ ΑΓ = ΒΓ. 

Από την υπόθεςη ζχουμε ότι ΑΛ = ΒΜ. 

Άρα, ΓΛ = ΑΛ + ΑΓ = ΒΜ + ΒΓ = ΓΜ. 

Συνεπώσ, το Γ είναι μζςο τησ ΛΜ και επομζνωσ η ΚΓ είναι διάμεςοσ του ΚΛΜ. 

 

 



ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με  80Â  και  ˆ20B̂ ,  και ΑΔ η διχοτόμοσ τησ γωνίασ Â . 

α) Να υπολογίςετε τισ γωνίεσ ̂ και ̂ .               (Μονάδεσ 12)            

β) Φζρουμε από το Δ ευθεία παράλληλη ςτην ΑΒ, που τζμνει την ΑΓ ςτο Ε. Να υπολογίςετε τισ 

γωνίεσ  ˆ,ˆ  .                                             (Μονάδεσ 13)     

 

 



   

α) Από το άθροισμα γωνιών του τριγώνου ΑΒΓ έχουμε: Α̂ + Β̂ + Γ̂ = 180ο
  80ο + 20ο + Γ̂ + Γ̂ = 180ο

  2Γ̂ = 80ο  Γ̂ = 40ο 

Άρα Β̂ = 20ο + Γ̂ = 20ο + 40ο = 60ο. 

β) Η ΑΔ διχοτόμος της γωνίας Α̂, άρα ισχύει ότι ΒΑ̂Δ = ΓΑ̂Δ = 
Α̂2 = 40ο. 

Φέρνουμε την ΔΕ // ΑΒ. 

 

Είναι EΔ̂A = ΒΑ̂Δ = 40ο, ως εντός εναλλάξ των παραλλήλων ΔΕ, ΑΒ που τέμνονται από 

την ΑΔ. Επίσης EΔ̂Γ = Β̂ = 60ο, ως εντός, εκτός και επί τα αυτά μέρη των παραλλήλων 

ΔΕ, ΑΒ που τέμνονται από την ΒΔ. 



 

ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται τετράπλευρο ΑΒΓΔ με ΒA=ΒΓ και ΔA=ΔΓ.  Οι διαγώνιοι ΑΓ, ΒΔ του τετραπλεφρου είναι ίςεσ 

και τζμνονται κάθετα.  

Να αποδείξετε ότι: 

α) Η ΒΔ είναι διχοτόμοσ των γωνιών Β και Δ του τετραπλεφρου ΑΒΓΔ.   (Μονάδεσ 12) 

β) Η ΒΔ είναι μεςοκάθετοσ του τμήματοσ ΑΓ.             (Μονάδεσ 13) 

 

 



  

α) Συγκρίνουμε τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΓΒΔ έχουν: 

• BA = BΓ, από την υπόθεση 

• ΔA = ΔΓ, από την υπόθεση 

• ΒΔ κοινή πλευρά. 

Από το κριτήριο Π-Π-Π τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΒΓΔ είναι ίσα, οπότε έχουν AB̂Δ = ΔB̂Γ 

(απέναντι από τις ίσες πλευρές ΑΔ και ΔΓ) και AΔ̂B = BΔ̂Γ (απέναντι από τις ίσες 

πλευρές ΑΒ και ΒΓ). Άρα η ΒΔ είναι διχοτόμος των γωνιών ΑB̂Δ και ΑΔ̂Γ. 

β) Είναι BA = BΓ, άρα το σημείο Β έχει την ίδια απόσταση από τα Α και Γ (δηλαδή τα 

άκρα του ΑΓ). Παρόμοια, ΔA = ΔΓ, άρα το σημείο Δ έχει την ίδια απόσταση από τα Α 

και Γ (δηλαδή τα άκρα του ΑΓ). Επομένως προκύπτει ότι τα Β και Δ ανήκουν στη 

μεσοκάθετο του ΑΓ. Οπότε η ΒΔ είναι η μεσοκάθετος του ΑΓ, εφόσον δύο σημεία 

ορίζουν μία ευθεία. 



ΘΕΜΑ  2  

Δίνεται ιςόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ. Φζρουμε την εξωτερική διχοτόμο Αx τησ γωνίασ Α̂  

και από το ςημείο Γ την κάθετο ΓΔ ςτην Αx. Τα ςημεία Ε και Ζ είναι τα μζςα των 

πλευρών ΑΒ και ΑΓ αντίςτοιχα. 

 Να αποδείξετε ότι: 

α) ΕΖ = ΑΕ = ΑΖ.               (Μονάδεσ 9) 

β) Η γωνία 
Λ

ΑΓ Δ = 30
ο
.               (Μονάδεσ 10) 

γ) Τα τετράπλευρο ΑΔΖΕ είναι ρόμβοσ.                                                      (Μονάδεσ 6) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



  

α) Το ΕΖ ενϊνει τα μζςα δφο πλευρϊν ςτο τρίγωνο ΑΒΓ, άρα EZ = 
   . 

Επίςησ, το Ε είναι μζςο του ΑΒ και το Ζ είναι μζςο του ΑΓ, άρα ιςχφουν ΑΖ = 
    και 

ΑΕ = 
   . 

Λόγω του ιςοπλεφρου ΑΒΓ, ιςχφει ότι ΒΓ = ΑΒ = ΑΓ. Άρα ΕΖ = ΑΕ = ΑΖ. 

β) Το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ιςόπλευρο, άρα για τισ γωνίεσ του ιςχφει ότι  ̂ =  ̂ =  ̂ = 60
ο
  

Επίςησ ιςχφει ότι ψ ̂Γ = 180
ο
 –  ̂ = 120

ο
. 

Η Αχ είναι διχοτόμοσ τησ γωνίασ και άρα Δ ̂Ζ = 
  ̂   = 60

ο
. 

Επίςησ, η γωνία Α ̂Δ του ορθογωνίου τριγϊνου ΑΔΓ είναι: 

Α ̂Δ = 180ο
 - Δ ̂Ζ - 90

ο
 = 180

ο
 - 60

ο
 - 90

ο
 = 30

ο
. 

γ) Στο ίδιο ορθογϊνιο τρίγωνο, η ΔΖ είναι διάμεςοσ τησ υποτείνουςασ ΑΓ και Α ̂Δ = 

30
ο
. Άρα ΔΖ = ΑΖ = ΑΔ.  

Επιπλζον, από το α) ζχουμε ότι ΕΖ = ΑΕ = ΑΖ, άρα για το τετράπλευρο ΑΔΖΕ ιςχφει 

ότι ζχει όλεσ τισ πλευρζσ του ίςεσ, καθϊσ ΑΔ = ΔΖ = ΕΖ = ΑΕ, επομζνωσ είναι ρόμβοσ. 

 

 



ΘΕΜΑ  2 

Δίνεται κφκλοσ (Ο, R) διαμζτρου ΑΒ, και χορδή ΑΓ τζτοια ώςτε οˆΒΑΓ 30 . Στο ςημείο 

Γ φζρουμε την εφαπτομζνη του κφκλου, η οποία τζμνει την προζκταςη τησ 

διαμζτρου ΑΒ (προσ το Β) ςτο ςημείο Δ. 

α) Να υπολογίςετε τισ γωνίεσ του τριγώνου ΟΓΔ.      (Μονάδεσ 12) 

β) Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΒΓΔ είναι ιςοςκελζσ.    (Μονάδεσ 13)

           

 

 

 

 



   

α) Η εφαπτομζνη ΓΔ είναι κάθετη ςτην ακτίνα ΟΓ, άρα O ̂Δ = 90ο. Η εγγεγραμμζνη 

γωνία Β ̂Γ και η επίκεντρη Β ̂Γ βαίνουν ςτο ίδιο τόξο ΒΓ, άρα:  

Β ̂Γ = 
  ̂    30

ο
 = 
  ̂    Β ̂Γ = 60ο

 

Από το άθροιςμα γωνιών του ορθογωνίου τριγώνου ΟΓΔ ζχουμε: 

Ο ̂Δ + Γ ̂Δ + Ο ̂Γ = 180
ο
  90

ο
 + 60

ο
 + Ο ̂Γ = 180ο

  Ο ̂Γ = 30ο 

β) Η γωνία Β ̂Δ είναι γωνία μεταξφ χορδήσ ΒΓ και εφαπτομζνησ ΓΔ του κφκλου, άρα 

είναι ίςη με την εγγεγραμμζνη που βαίνει ςτο τόξο τησ χορδήσ ΒΓ του κφκλου, 

δηλαδή με την  ̂ = 30
ο
. Άρα Β ̂Δ = 30

ο
. 

Επίςησ, από το α) Ο ̂Γ = 30ο, δηλαδή Β ̂Γ = 30ο. Άρα το τρίγωνο ΒΓΔ ζχει δφο ίςεσ 

γωνίεσ, επομζνωσ είναι ιςοςκελζσ. 

 



 
 
ΘΕΜΑ  2 

Δίνεται γωνία xÔy και η διχοτόμος της Οδ. Θεωρούμε σημείο Μ της Οδ και σημεία Α 

και Β στις ημιευθείες Οx και Oy αντίστοιχα, τέτοια ώστε ΟΑ=ΟΒ. 

Να αποδείξετε ότι: 

α) MA=MB.                                                                   (Μονάδες 15) 

β) Η Οδ είναι διχοτόμος της γωνίας ΑΜ̂B.            (Μονάδες 10) 

 

 

 

 



   

α) Συγκρίνουμε τα τρίγωνα ΒΜΟ και ΑΜΟ, τα οποία έχουν: 

• ΟΜ κοινή πλευρά 

• OA = OB και 

• ΑÔΜ = ΒÔΜ γιατί η Οδ είναι διχοτόμος της γωνίας xÔψ. 

Από το κριτήριο Π-Γ-Π συμπεραίνουμε ότι τα τρίγωνα ΒΜΟ και ΑΜΟ είναι ίσα οπότε, 

απέναντι από τις ίσες γωνίες ΑÔΜ και ΒÔΜ βρίσκονται οι ίσες πλευρές MA = MB. 

β) Επειδή τα τρίγωνα ΒΜΟ και ΑΜΟ είναι ίσα, έχουν και ΟΜ̂Α = ΟΜ̂Β (απέναντι από 

τις ίσες πλευρές ΟΑ και ΟΒ), άρα η Οδ είναι διχοτόμος της γωνίας ΑΜ̂Β. 



ΘΕΜΑ  2 

Σε παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ (ΑΒ//ΓΔ) με ΑΒ > ΒΓ φζρουμε από τισ κορυφζσ Α και Γ  

καθζτουσ ςτη διαγώνιο ΒΔ, οι οποίεσ την τζμνουν ςε διαφορετικά ςημεία Ε και Ζ 

αντίςτοιχα.  

Να αποδείξετε ότι: 

α)  ΑΕ=ΓΖ.                            (Μονάδεσ 15) 

β) Το τετράπλευρο ΑΕΓΖ είναι παραλληλόγραμμο.              (Μονάδεσ 10) 

 

Ε

Δ

Γ

Α Β

Γ
 

 

 

 

 

 

 

 



   

α) Συγκρίνουμε τρίγωνα ΑΔΕ και ΓΒΖ: 

• Είναι ορθογώνια 

• AΔ = BΓ, ως απέναντι πλευρές παραλληλογράμμου και  

• ΑΔ̂Ε = ΓΒ̂Ζ  ως εντός εναλλάξ των παραλλήλων ΑΔ, ΒΓ που τέμνονται από την 

ΒΔ. 

Άρα πρόκειται για ορθογώνια τρίγωνα με δύο οξείες γωνίες ίσες μία προς μία και τις 

υποτείνουσές τους ίσες, επομένως είναι ίσα. 

Από την ισότητα των τριγώνων ΑΔΕ και ΓΒΖ προκύπτει ότι AE = ΓZ (γιατί βρίσκονται 

απέναντι από τις ίσες γωνίες ΑΔ̂Ε και ΓΒ̂Ζ). 

β) Φέρνουμε τις ΕΓ και ΑΖ. 

 

Οι ΑΕ και ΓΖ είναι κάθετες στην ίδια ευθεία (AE ⊥ BΔ και ΓZ ⊥ BΔ), άρα AE // ΓZ.  

Επίσης, στο α) έχουμε βρει ότι AE = ΓZ.  

Άρα το τετράπλευρο ΑΕΓΖ είναι παραλληλόγραμμο, γιατί έχει τις ΑΕ και ΓΖ, 

παράλληλες και ίσες. 



ΘΕΜΑ  2 

Θεωροφμε ιςοςκελζσ τραπζηιο ΑΒΓΔ (ΑΒ//ΓΔ) με ΓΔ>ΑΒ και Β̂  = 135
ο. Από τισ 

κορυφζσ Α και Β φζρουμε τα φψθ του  ΑΕ  και  ΒΖ.  

α) Να υπολογίςετε τισ γωνίεσ του τραπεηίου.                                             (Μονάδεσ 10) 

β) Να αποδείξετε ότι ΑΕ=ΕΔ=ΒΖ=ΓΖ                            (Μονάδεσ 15) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



   

α) Το τραπέζιο είναι ισοσκελές, άρα οι γωνίες κάθε βάσης του είναι ίσες. 

Επομένως ΒΑ̂Δ = ΑΒ̂Γ =135ο. 

Οι ΑΒ̂Γ και ΒΓ̂Δ είναι εντός και επί τα αυτά μέρη των παραλλήλων ΑΒ, ΓΔ που 

τέμνονται από την ΒΓ, άρα είναι παραπληρωματικές, δηλαδή: 

ΑΒ̂Γ + ΒΓ̂Δ =180ο  135ο + ΒΓ̂Δ = 180ο  ΒΓ̂Δ = 45ο 

Επιπλέον, ΑΔ̂Γ = ΒΓ̂Δ ως γωνίες προσκείμενες στη βάση ΓΔ του ισοσκελούς τραπεζίου 

ΑΒΓΔ. Άρα ΑΔ̂Γ = 45ο. 

β) Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΒΖΓ είναι Γ̂ = 45ο οπότε από το άθροισμα των γωνιών του 

βρίσκουμε: 

ZΒ̂Γ + Γ̂ = 90ο  ΖΒ̂Γ + 45ο = 90ο  ΖΒ̂Γ = 45ο 

Οπότε το τρίγωνο είναι ισοσκελές με BZ = ZΓ (1). 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΕΔ είναι Δ̂ = 45ο και από το άθροισμα των γωνιών του 

βρίσκουμε: 

ΔΑ̂Ε + Δ̂ = 90ο  ΔΑ̂Ε + 45ο = 90ο  ΔΑ̂Ε = 45ο 

Οπότε το τρίγωνο είναι ισοσκελές και έχει ΑΕ = ΕΔ (2). 

Επίσης τα ύψη του τραπεζίου είναι ίσα, οπότε AE = BZ (3). 

Από (1), (2) και (3) έχουμε AE = EΔ = BZ = ΓZ. 



ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται οξυγώνιο τρίγωνο ΑΓΒ. Φζρουμε από τη κορυφή Α ευθεία (ε) παράλληλη 

ςτη ΒΓ. Η μεςοκάθετοσ τησ πλευράσ ΑΒ τζμνει την (ε) ςτο Δ και την ΒΓ ςτο Ε.  

α) Να αποδείξετε ότι ΔΑ=ΔΒ και ΕΑ=ΕΒ.          (Μονάδεσ 6) 

β) Αν Μ το μζςο του ΑΒ, να ςυγκρίνετε τα τρίγωνα ΑΜΔ και ΕΜΒ.       (Μονάδεσ 10) 

γ) Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΑΔΒΕ είναι ρόμβοσ.                      (Μονάδεσ  9) 

 



α)	
  Τα	
  σημεία	
  Ε,	
  Δ	
  ανήκουν	
  στη	
  μεσοκάθετο	
  του	
  ΑΒ	
  άρα	
  ισαπέχουν	
  από	
  τα	
  σημεία	
  Α	
  

και	
  Β,	
  ισχύει	
  δηλαδή	
  ΔA	
  =	
  ΔB	
  και	
  EA	
  =	
  EB.	
  

	
  

	
  

	
  

	
  

	
  

	
  

	
  

β)	
  Τα	
  ορθογώνια	
  τρίγωνα	
  ΑΜΔ	
  και	
  ΕΜΒ	
  έχουν:	
  	
  

AM	
  =	
  MB,	
  διότι	
  το	
  Μ	
  είναι	
  μέσο	
  του	
  ΑΒ	
  και	
  

MΑΔ	
  =	
  MΒE,	
  ως	
  εντός	
  εναλλάξ	
  των	
  παραλλήλων	
  (ε),	
  ΒΓ	
  που	
  τέμνονται	
  από	
  την	
  ΑΒ.	
  

Άρα	
  τα	
  τρίγωνα	
  ΑΜΔ	
  και	
  ΕΜΒ	
  είναι	
  ίσα	
  επειδή	
  έχουν	
  τις	
  υποτείνουσες	
  ίσες	
  	
  και	
  μια	
  

οξεία	
  γωνία	
  ίση	
  μία	
  προς	
  μία.	
  

γ)	
  Από	
  την	
  ισότητα	
  των	
  τριγώνων	
  ΑΜΔ	
  και	
  ΜΕΒ,	
  προκύπτει	
  ότι	
  MΔ	
  =	
  ME	
  (απέναντι	
  

από	
   τις	
   ίσες	
   γωνίες	
   MΑΔ,	
   MΒE).	
   Άρα,	
   στο	
   τετράπλευρο	
   ΑΔΒΕ	
   οι	
   διαγώνιοί	
   του	
  

διχοτομούνται	
  κάθετα,	
  οπότε	
  είναι	
  ρόμβος.	
  



ΘΕΜΑ 2 

Σε τρίγωνο ΑΒΓ ιςχφει 0ˆ ˆΑ Γ 120  και ˆ ˆΑ 3Γ .  

α) Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο και να υπολογίςετε τισ γωνίεσ 

του.                  (Μονάδεσ 15) 

β)  Αν η πλευρά ΒΓ=2cm να βρείτε το μήκοσ τησ ΑΒ.             (Μονάδεσ 10) 

 

 



α)	
  Ισχύει	
  ότι:	
  	
  Α	
  +	
  Γ	
  =	
  120
ο
	
  ⇔	
  	
  3Γ	
  +	
  Γ	
  =	
  120

ο
	
  ⇔	
  4Γ	
  =	
  120

ο
	
  ⇔	
  Γ	
  =	
  30

ο
.	
  

Άρα	
  Α	
  =	
  3	
  ⋅	
  30
ο
	
  =	
  90

ο
.	
  

Από	
  το	
  άθροισμα	
  των	
  γωνιών	
  του	
  τριγώνου	
  ΑΒΓ	
  βρίσκουμε:	
  

Α	
  +	
  Β	
  +	
  Γ	
  =	
  180
ο
	
  ⇔	
  90

ο
	
  +	
  Β	
  +	
  30

ο
	
  =	
  180

ο
	
  ⇔	
  Β	
  =	
  60

ο
.	
  

	
  

β)	
   Στο	
   ορθογώνιο	
   τρίγωνο	
  ΑΒΓ	
   είναι	
  Γ	
  =	
   30
ο
	
  ,	
   άρα	
   η	
   απέναντι	
   κάθετη	
   πλευρά	
   του	
  

τριγώνου	
  είναι	
  ίση	
  με	
  το	
  μισό	
  της	
  υποτείνουσας,	
  δηλαδή	
  ισχύει:	
  

AB	
  =	
  
!"

!
=

  !  

!
	
  =	
  1	
  cm.	
  



ΘΕΜΑ 2 

Αν Α Ο̂ Β=Β Ο̂ Γ=Γ Ο̂ Δ και ΟΑ=ΟΒ=ΟΓ=ΟΔ, να αποδείξετε ότι: 

α)  ΑΓ=ΒΔ .                                                                               (Μονάδες 10) 

β) Το Μ είναι μζσον της ΒΔ, όπου Μ το σημείο τομής των τμημάτων ΟΓ και ΒΔ.  

(Μονάδες 15) 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 



 

 

α) Ζςτω ότι A ̂B = B ̂Γ = Γ ̂Δ =  ̂. 

Τα τρίγωνα ΑΟΓ και ΒΟΔ ζχουν: 

OA = OB, από υπόθεςη 

OΓ = OΔ, από υπόθεςη 

A ̂Γ = B ̂Δ, διότι Α ̂Γ = Α ̂Β + Β ̂Γ = 2 ̂ και Β ̂Δ = Β ̂Γ + Γ ̂Δ = 2 ̂ 

Από το κριτήριο ΠΓΠ τα τρίγωνα ΑΟΓ και ΒΟΔ είναι ίςα οπότε ζχουν και  

AΓ = BΔ επειδή είναι απζναντι από τισ ίςεσ γωνίεσ ΑΟΓ, ΒΟΔ. 

β) Στο ιςοςκελζσ τρίγωνο ΒΟΔ η ΟΜ είναι διχοτόμοσ τησ γωνίασ τησ κορυφήσ του, 

άρα είναι και διάμεςοσ του ΒΟΔ. Επομζνωσ το Μ είναι μζςο του ΒΔ. 



ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται ορθογϊνιο τρίγωνο ΑΒΓ με 0Α̂ 90  και 0Γ̂ 25 . Δίνονται επίςησ η διάμεςοσ 

ΑΜ, το φψοσ ΑΗ  από την κορυφή Α και η διχοτόμοσ ΑΔ τησ γωνίασ Α̂ . 

α) Να υπολογίςετε τισ γωνίεσ ˆΑΜΒ, ˆΗΑΒ , ˆΑΔΒ .                       (Μονάδεσ 15) 

β) Να αποδείξετε ότι 0ˆ ˆΜΑΔ ΔΑΗ 20  .                                      (Μονάδεσ 10) 

                                  

 

 



α) Από το άθροιςμα γωνιών του ορθογωνίου τριγώνου ΑΒΓ, βρίςκουμε:  ̂ +  ̂ = 90
ο
    ̂ + 25

ο
 = 90

ο
    ̂ = 65

ο
. 

Η ΑΜ είναι διάμεςοσ που αντιςτοιχεί ςτην υποτείνουςα του ορθογωνίου τριγώνου 

ΑΒΓ, οπότε ιςχφει:  AM = 
    = ΜΓ = ΜΒ. 

Άρα τα τρίγωνα ΑΜΓ και ΑΜΒ είναι ιςοςκελή, οπότε:  

M ̂Γ =  ̂ = 25
ο
  και M ̂B =  ̂ = 65

ο
. 

Η γωνία Α ̂Β είναι εξωτερική ςτο τρίγωνο ΑΜΓ, άρα A ̂B = M ̂Γ +  ̂ = 50
ο

 . 

Από το άθροιςμα γωνιών του ορθογωνίου τριγώνου ΗΑΒ προκφπτει: 

H ̂B +  ̂ = 90
ο

  H ̂B + 65
ο

 = 90
ο

  H ̂B = 25
ο
. 

Η γωνία Α ̂Β είναι εξωτερική ςτο τρίγωνο ΑΔΓ, άρα 

Α ̂Β = Δ ̂Γ +  ̂ = 
 ̂    + 25

ο
 = 45

ο
 + 25

ο
 = 70

ο
. 

β) Ιςχφει ότι: 

 M ̂Δ = Δ ̂Γ – Μ ̂Γ = 45ο
 – 25

ο
 = 20

ο
  και Δ ̂Η = Δ ̂Β – Η ̂Β = 45ο

 – 25
ο

 = 20
ο
. 

 



ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται ιςοςκελζσ τραπζηιο ΑΒΓΔ (ΑΒ//ΓΔ) , με ΑΒ=6, ΒΓ=4 και  0Γ̂ 60 . Δίνονται 

επίςθσ τα φψθ ΑΕ και ΒΖ από τισ κορυφζσ Α και Β αντίςτοιχα. 

α) Να υπολογίςετε τισ υπόλοιπεσ γωνίεσ του τραπεηίου ΑΒΓΔ.                (Μονάδεσ 6)  

β) Να αποδείξετε τα τρίγωνα ΑΕΔ, ΒΖΓ είναι ίςα.                                        (Μονάδεσ 10) 

γ) Να υπολογίςετε τθν περίμετρο του ΑΒΓΔ.                                                (Μονάδεσ 9)        

              

 

 



α)	
  Οι	
  γωνίες	
  της	
  βάσης	
  του	
  ισοσκελούς	
  τραπεζίου	
  ΑΒΓΔ	
  είναι	
  ίσες,	
  άρα	
  

	
  Δ	
  =	
  Γ	
  =	
  60
ο
	
  .	
  

Οι	
   γωνίες	
  Β 	
  και	
  Γ 	
  του	
   τραπεζίου	
   ΑΒΓΔ	
   είναι	
   εντός	
   και	
   επί	
   τα	
   αυτά	
   μέρη	
   των	
  

παραλλήλων	
   ΑΒ,	
   ΓΔ	
   που	
   τέμνονται	
   από	
   την	
   ΒΓ,	
   άρα	
   είναι	
   παραπληρωματικές,	
  

δηλαδή:	
  

Β	
  +	
  Γ	
  =	
  180
ο
	
  ⇔	
  Β	
  +	
  60

ο
	
  =	
  180

ο
	
  ⇔	
  Β	
  =	
  120

ο
.	
  

Άρα	
  και	
  Α	
  =	
  Β	
  =120
ο
	
  ως	
  γωνίες	
  στη	
  βάση	
  ΑΒ	
  του	
  ισοσκελούς	
  τραπεζίου	
  ΑΒΓΔ.	
  

	
  

β)	
  Τα	
  ορθογώνια	
  τρίγωνα	
  ΑΕΔ	
  και	
  ΒΖΓ	
  έχουν:	
  

AΔ	
  =	
  ΒΓ,	
  διότι	
  το	
  τραπέζιο	
  ΑΒΓΔ	
  (ΑΒ	
  //	
  ΓΔ)	
  είναι	
  ισοσκελές	
  

Δ	
  =	
  Γ	
  =	
  60
ο
	
  	
  	
  

Άρα	
  τα	
  τρίγωνα	
  ΑΕΔ	
  και	
  ΒΖΓ	
  είναι	
  ίσα	
  επειδή	
  έχουν	
  ίσες	
  υποτείνουσες	
  και	
  

προσκείμενες	
  σ’	
  αυτές	
  οξείες	
  γωνίες	
  ίσες.	
  

γ)	
  Είναι	
  Β	
  =	
  120
ο
	
  και	
  AΒZ	
  =	
  90

ο
,	
  άρα	
  ΖΒΓ	
  =	
  Β	
  –	
  AΒZ	
  =	
  30

ο
.	
  

Τότε	
  στο	
  ορθογώνιο	
  τρίγωνο	
  ΒΖΓ	
  ισχύει	
  ότι:	
  ΖΓ	
  =	
  
!"

!
=

!

  !  
	
  =	
  2.	
  

Επειδή,	
  τα	
  τρίγωνα	
  ΑΕΔ	
  και	
  ΒΖΓ	
  είναι	
  ίσα,	
  έχουν	
  και	
  ΔE	
  =	
  ZΓ	
  =	
  2.	
  

Tο	
  τετράπλευρο	
  ΑΒΖΕ	
  είναι	
  ορθογώνιο	
  διότι	
  οι	
  γωνίες	
  Ε	
  και	
  Ζ	
  είναι	
  ορθές	
  και	
  	
  

ΕAΒ	
  =	
  90
0
	
  	
  διότι	
  οι	
  γωνίες	
  Ε	
  και	
  ΕΑΒ	
  είναι	
  παραπληρωματικές	
  ως	
  εντός	
  και	
  επί	
  τα	
  

αυτά	
  μέρη	
  των	
  παραλλήλων	
  ΑΒ	
  και	
  ΔΓ	
  που	
  τέμνονται	
  από	
  την	
  ΑΕ.	
  	
  

Επομένως	
  ισχύει	
  ότι	
  ΕΖ	
  =	
  ΑΒ	
  =	
  6.	
  	
  

Οπότε:	
  ΔΓ	
  =	
  ΔΕ	
  +	
  ΕΖ	
  +	
  ΖΓ	
  =	
  2	
  +	
  6	
  +	
  2	
  =	
  10.	
  

Η	
  περίμετρος	
  του	
  ΑΒΓΔ	
  είναι:	
  	
  

Π	
  =	
  ΑΒ	
  +	
  ΒΓ	
  +	
  ΓΔ	
  +	
  ΔA	
  =	
  6	
  +	
  4	
  +	
  10	
  +	
  4	
  =	
  24.	
  



 ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται τραπζηιο ΑΒΓΔ (ΑΒ//ΓΔ) , με ΑΒ=ΒΓ=4, 0Α̂ 90 και  0Γ̂ 60 . Δίνεται επίςθσ το 

φψοσ  ΒΕ από τθ κορυφι Β. 

α) Να υπολογίςετε τισ άλλεσ δυο γωνίεσ του τραπεηίου ΑΒΓΔ.                (Μονάδεσ 8) 

β) Να αποδείξετε 2ΕΓ=ΒΓ.                            (Μονάδεσ 9)                                     

γ) Αν Μ,Ν τα μζςα των πλευρϊν ΑΔ, ΒΓ αντίςτοιχα να βρείτε το μικοσ του 

ευκυγράμμου τμιματοσ ΜΝ.                                    (Μονάδεσ 8)                                     

 

 



α) Είναι AΔ  ΑΒ και AB // ΓΔ, άρα και AΔ  ΓΔ, οπότε  ̂ = 90
ο
. 

Οι γωνίεσ  ̂ και  ̂ του τραπεηίου ΑΒΓΔ είναι εντόσ και επί τα αυτά μζρθ των 

παραλλιλων ΑΒ, ΓΔ που τζμνονται από τθν ΒΓ, οπότε είναι παραπλθρωματικζσ, 

δθλαδι:  ̂ +  ̂ =180
ο
   ̂ + 60

ο
 = 180

ο
    ̂ = 120

ο
. 

β) Από το άκροιςμα γωνιών του ορκογωνίου τριγώνου ΒΕΓ, ζχουμε: 

E ̂Γ +  ̂ = 90
ο
  E ̂Γ + 60ο

  = 90
ο
   E ̂Γ = 30ο

. 

Άρα θ απζναντι κάκετθ πλευρά ΕΓ τθσ E ̂Γ ςτο τρίγωνο ΒΕΓ ιςοφται με το μιςό τθσ 

υποτείνουςασ, δθλαδι: ΕΓ = 
     ΒΓ = 2ΕΓ. 

γ) Είναι ΕΓ = 
    = 

     = 2. 

Τα τμιματα ΑΔ και ΒΕ ςχθματίηουν ορκζσ γωνίεσ με τισ παράλλθλεσ πλευρζσ ΑΒ και 

ΔΓ του τραπεηίου ΑΒΓΔ άρα το τετράπλευρο ΑΒΕΔ είναι ορκογώνιο, οπότε  

ΑΒ = ΔΕ = 4. 

Το τμιμα ΜΝ ενώνει τα μζςα των μθ παράλλθλων πλευρών του τραπεηίου, οπότε 

είναι διάμεςοσ του τραπεηίου ΑΒΓΔ και ιςχφει ότι: 

ΜΝ = 
       = 

                 = 5. 

 



ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται κφκλοσ κζντρου Ο, και από ζνα ςημείο Ρ εκτόσ αυτοφ φζρουμε τα 

εφαπτόμενα τμήματα ΡΑ και ΡΒ. Το τμήμα ΡΟ τζμνει τον κφκλο ςτο ςημείο Μ και η 

εφαπτομζνη του κφκλου ςτο Μ τζμνει τα ΡΑ και ΡΒ ςτα ςημεία Δ και Γ αντίςτοιχα.  

α)  Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΡΔΓ είναι ιςοςκελζσ.                              (Μονάδεσ 13)  

β)  Αν η γωνία ΑΡΒ είναι  40
0
  να υπολογίςετε τη γωνία ΑΟΒ.                   (Μονάδεσ 12)  

 

 

 



α)	
  Η	
  ακτίνα	
  ΟΜ	
  έχει	
  άκρο	
  το	
  σημείο	
  επαφής	
  Μ	
  άρα	
  είναι	
  κάθετη	
  στην	
  εφαπτομένη	
  

ΔΓ.	
   Η	
   διακεντρική	
   ευθεία	
   ΡΟ	
   διχοτομεί	
   τη	
   γωνία	
   των	
   εφαπτομένων	
   ΡΑ	
   και	
   ΡΒ,	
  

δηλαδή	
   την	
  ΑΡΒ.	
  Οπότε	
  στο	
   τρίγωνο	
  ΡΓΔ	
  η	
  ΡΜ	
  είναι	
  ύψος	
   και	
   διχοτόμος,	
  άρα	
   το	
  

τρίγωνο	
  είναι	
  ισοσκελές.	
  

	
  

	
  

	
  

	
  

	
  

	
  

β)	
  Το	
  άθροισμα	
  των	
  γωνιών	
  του	
  τετραπλεύρου	
  ΟΑΡΒ	
  είναι	
  360
0
.	
  Οπότε:	
  

ΑΟΒ+ Α+ Β+ Ρ	
  =	
  360
0
	
  ⇔	
  ΑΟΒ+	
  90

0
	
  +	
  90

0
	
  +	
  40

0
	
  =	
  360

0
	
  ⇔	
  ΑΟΒ	
  =	
  140

0
.	
  



ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται ιςόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ . Στην προζκταςη τησ ΒΓ (προσ το μζροσ του Γ) 

θεωροφμε τμήμα ΓΔ=ΒΓ. Φζρουμε τμήμα ΔΕ κάθετο ςτην ΑΔ ςτο ςημείο τησ Δ , 

τζτοιο ώςτε ΔΕ=ΒΓ. ( Α και Ε ςτο ίδιο ημιεπίπεδο ωσ προσ την ΒΔ). 

α) Να βρείτε τισ γωνίεσ του τριγώνου ΑΒΔ.                                                  (Μονάδεσ 12) 

β) Να αποδείξετε ότι ΑΒΔΕ παραλληλόγραμμο.                                          (Μονάδεσ 13) 

 

 

 



α)	
  Επειδή	
  το	
  τρίγωνο	
  ΑΒΓ	
  είναι	
  ισόπλευρο,	
  ισχύει	
  ότι	
  BΑΓ	
  =	
  ΑΒΓ	
  =	
  ΑΓΒ	
  =	
  60
ο
	
  .	
  Τότε	
  

ΑΓΔ	
  =	
  180
ο
	
  –	
  ΑΓΒ	
  =	
  120

ο
	
  .	
  

Επειδή	
  ΓΔ	
  =	
  BΓ	
  =	
  AΓ,	
  το	
  τρίγωνο	
  ΑΓΔ	
  είναι	
  ισοσκελές,	
  άρα	
  ΓΑΔ	
  =	
  ΑΔΓ.	
  

Από	
  το	
  άθροισμα	
  γωνιών	
  του	
  τριγώνου	
  ΑΓΔ	
  έχουμε:	
  

ΓΑΔ	
  +	
  ΑΓΔ	
  +	
  ΑΔΓ	
  =	
  180
ο
	
  ⇔	
  2ΑΔΓ	
  +	
  120

ο
	
  =	
  180

ο
	
  ⇔	
  2ΑΔΓ	
  =	
  60

ο
	
  ⇔	
  ΑΔΓ	
  =	
  30

ο
	
  

άρα	
  και	
  ΓΑΔ	
  =	
  30
ο
.	
  Τότε:	
  ΒΑΔ	
  =	
  ΒΑΓ	
  +	
  ΓΑΔ	
  =	
  60

ο
	
  +	
  30

ο
	
  =	
  90

ο
.	
  

	
  

β)	
  Επειδή,	
  ΑΒ	
  ⊥	
  ΑΔ	
  και	
  ΕΔ	
  ⊥	
  ΑΔ	
  είναι	
  ΑΒ	
  //	
  ΕΔ.	
  

Όμως	
  ΑΒ	
  =	
  ΒΓ	
  =	
  ΕΔ	
  και	
  ΑΒ	
  //	
  ΕΔ,	
  οπότε	
  το	
  τετράπλευρο	
  ΑΒΔΕ	
  έχει	
  τις	
  απέναντι	
  

πλευρές	
  του	
  ΑΒ	
  και	
  ΔΕ	
  ίσες	
  και	
  παράλληλες	
  και	
  συνεπώς	
  είναι	
  παραλληλόγραμμο.	
  



ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (με 0Α̂ 90 ) και η διχοτόμοσ  τησ γωνίασ Γ̂ τζμνει την 

πλευρά ΑΒ ςτο ςημείο Δ, τζτοιο ώςτε ΓΔ=ΔΒ=2cm. Να αποδείξετε ότι: 

α)  0Β̂ 30 .                                                                                                           (Μονάδεσ 12)  

β)  ΑΒ=3cm                                                                                                           (Μονάδεσ 13) 

 

 



α) Επειδή ΓΔ = ΔB, το τρίγωνο ΓΔΒ είναι ιςοςκελζσ, οπότε  ̂ = Δ ̂Β = 
 ̂    (1). 

Από το άθροιςμα γωνιών του ορθογωνίου τριγώνου ΑΒΓ είναι:  ̂ +  ̂ = 90
ο
 
   ⇔ 

 ̂    +  ̂ = 90
ο
   ̂ + 2 ̂ = 180

ο
  3 ̂ = 180

ο
   ̂ = 60

ο 
. 

Τότε από την (1) είναι  ̂ = 
       = 30

ο
. 

β) Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΔΓ είναι Δ ̂Α = 
 ̂    = 30

ο
. Άρα η πλευρά ΑΔ η οποία είναι 

απζναντι από τη γωνία ΔΓΑ είναι ίςη με το μιςό τησ υποτείνουςασ ΓΔ, δηλαδή:  

ΑΔ = 
           = 1 cm. 

Τότε: ΑΒ = ΑΔ + ΔΒ = 1cm + 2cm = 3cm. 

 



ΘΕΜΑ 2 

Στα ορθογώνια τρίγωνα ΑΒΓ και ΑΔΕ (γωνία Α ορθή) του παρακάτω ςχήματοσ ιςχφει 
οˆΒ̂ Δ 30  . 

α) Να υπολογίςετε τισ γωνίεσ του τετραπλεφρου ΑΕΖΓ.           (Μονάδεσ 13) 

β) Να αποδείξετε ότι τα τρίγωνα ΓΖΔ και ΕΒΖ είναι ιςοςκελή.          (Μονάδεσ 12) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



α) Από το άθροιςμα γωνιών του ορθογωνίου τριγώνου ΑΒΓ είναι:  ̂ +  ̂ +  ̂ = 180
ο

  90
ο
 + 30

ο
 +  ̂ = 180

ο
   ̂ = 60

ο
. 

Από το άθροιςμα γωνιών του ορθογωνίου τριγώνου ΑΔΕ, είναι:  ̂ +  ̂ + Α ̂Δ = 180
ο

  90
ο
 + 30

ο
 + Α ̂Δ = 180

ο
  Α ̂Δ = 60

ο
. 

Η γωνία Α ̂Δ είναι εξωτερική ςτο τρίγωνο ΕΖΒ, οπότε ιςχφει: 

Α ̂Δ = Ε ̂Β +  ̂  60
ο
 = Ε ̂Β + 30ο

  Ε ̂Β = 30ο
. 

Οι γωνίεσ Γ ̂Ε και Ε ̂Β είναι παραπληρωματικζσ οπότε ιςχφει: 

Γ ̂Ε + Ε ̂Β = 180ο
  Γ ̂Ε + 30ο

 = 180
ο
  Γ ̂Ε = 150ο

. 

β) Επειδή Ε ̂Β =  ̂ = 30
ο, το τρίγωνο ΕΒΖ είναι ιςοςκελζσ. 

Επειδή οι γωνίεσ Ε ̂Β και Γ ̂Δ είναι κατακορυφήν, ιςχφει ότι Γ ̂Δ = Ε ̂Β = 30ο
. 

Άρα Γ ̂Δ =  ̂, οπότε το τρίγωνο ΓΖΔ είναι ιςοςκελζσ. 

 



ΘΕΜΑ 2 

Στο παρακάτω ςχήμα, οι ΑΔ και ΒΕ είναι παράλληλεσ. Επιπλζον ιςχφουν ΑΔ=ΑΖ , 

ΒΕ=ΒΖ και οΑ̂ 70 . 

α) Να υπολογίςετε τισ γωνίεσ των τριγώνων ΑΔΖ και ΒΖΕ.  (Μονάδεσ 16) 

β) Να αποδείξετε ότι οˆΔΖΕ 90 .     (Μονάδεσ 9) 

 

 

 



α) Επειδή AΔ = ΔZ, το τρίγωνο ΑΔΖ είναι ιςοςκελζσ οπότε  ̂ = Δ ̂Α (1). 

Από το άθροιςμα γωνιών του τριγώνου ΑΔΖ, και τη ςχζςη (1) ζχουμε:  ̂ +  ̂ + Δ ̂Α = 180ο
   70

ο
 + 2 ̂ = 180

ο
   2 ̂ = 110

ο
    ̂ = 55

ο
. Οπότε Δ ̂Α =  ̂ = 55

ο
. 

Οι γωνίεσ   ̂ και  ̂ είναι εντόσ και επί τα αυτά μζρη των παραλλήλων ΑΔ, ΒΕ που 

τζμνονται από την ΑΒ, οπότε είναι παραπληρωματικζσ. Άρα:  ̂ +  ̂ = 180
ο
   70

ο
 +  ̂ = 180

ο
     ̂ = 110

ο
. 

Επειδή, BE = ΒZ, το τρίγωνο ΒΕΖ είναι ιςοςκελζσ, άρα Ε ̂Β =  ̂ (2). 

Από το άθροιςμα γωνιών του τριγώνου ΒΕΖ ζχουμε:  ̂ +  ̂ + Ε ̂Β = 180ο
 
   ⇔ 110

ο
 + 2 ̂ = 180

ο
   2 ̂ = 70

ο
    ̂ = 35

ο
. 

Οπότε Ε ̂Β =  ̂ =35
ο
. 

β) Ιςχφει ότι: Δ ̂E =180
ο
 – Δ ̂Α – Ε ̂Β = 180ο

 – 55
ο
 – 35

ο
 = 90

ο
. 

 



ΘΕΜΑ 2 

Στο παρακάτω ςχήμα οι γωνίεσ ˆ ˆΑ, Β  είναι ορθζσ και επιπλζον ΑΔ=ΒΓ και ΑΓ=ΒΕ.  

Να αποδείξετε ότι: 

α) Τα τρίγωνα ΑΓΔ και ΒΓΕ είναι ίςα.     (Μονάδεσ 13) 

β) Αν η γωνία 
40


τότε το τρίγωνο ΔΓΕ είναι ορθογώνιο και ιςοςκελζσ.                  

(Μονάδεσ 12) 

 

 

 

 



α) Τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΓΔ και ΒΓΕ έχουν: 

AΔ = BΓ, από υπόθεςη  

AΓ = BE , από υπόθεςη 

Οπότε τα τρίγωνα ΑΓΔ και ΒΓΕ είναι ίςα αφοφ έχουν τισ κάθετεσ πλευρέσ τουσ ίςεσ . 

β) Από την ιςότητα των τριγώνων ΑΓΔ και ΒΓΕ προκφπτει ότι ΔΓ = ΓE, οπότε το 

τρίγωνο ΔΓΕ είναι ιςοςκελέσ. Από το άθροιςμα γωνιών του ορθογωνίου τριγώνου 

ΒΓΕ είναι: 

E ̂B +  ̂ + Β ̂Γ = 180ο
  40

ο
 + 90

ο
 + Β ̂Γ = 180ο

  Β ̂Γ = 50ο
.  

Από την ιςότητα των τριγώνων ΑΓΔ και ΒΓΕ προκφπτει ότι Δ ̂Α =   ̂Γ  (ωσ απέναντι 

των ίςων πλευρών ΑΔ και ΒΓ). Άρα Δ ̂Α =   ̂Γ = 50ο
. 

Ιςχφει ότι: 

Δ ̂Α + Δ ̂Ε + Ε ̂Β = 180ο
  50

ο
 + Δ ̂Ε + 40ο

 = 180
ο
  Δ ̂Ε = 90ο

.  

Άρα το τρίγωνο ΔΓΕ είναι ορθογώνιο και ιςοςκελέσ. 

 



ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ στο οποίο ισχύει ΒΓ=2ΑΒ και έστω Μ το μέσο της ΒΓ. Αν η ΑΔ είναι  

διάμεσος του τριγώνου ΑΒΜ και Ε σημείο στην προέκτασή της ώστε ΑΔ=ΔΕ. 

Να αποδείξετε ότι:   

α) Το τετράπλευρο ΑΒΕΜ είναι παραλληλόγραμμο.    (Μονάδες 12) 

β) MΕ=ΜΓ         (Μονάδες 13) 

 

 

 

 

 

 



α)	
  Είναι	
  AΔ	
  =	
  ΔE	
  από	
  υπόθεση	
  και	
  BΔ	
  =	
  ΔM	
  (επειδή	
  η	
  ΑΔ	
  είναι	
  διάμεσος	
  στο	
  τρίγωνο	
  

ΑΒΜ).	
   Άρα	
   οι	
   διαγώνιες	
   του	
   τετραπλεύρου	
   ΑΒΕΜ	
   διχοτομούνται,	
   οπότε	
   είναι	
  

παραλληλόγραμμο.	
  

	
  

	
  

	
  

	
  

	
  

	
  

	
  

	
  

β)	
  Επειδή	
  ME	
  =	
  AB	
  ως	
  απέναντι	
  πλευρές	
  παραλληλογράμμου	
  ισχύει	
  ότι:	
  

ΒΓ	
  =	
  2ΑΒ	
  ⇔	
  ΑΒ	
  =	
  
!"

!
	
  ⇔	
  ΜΕ	
  =	
  ΜΓ.	
  



ΘΕΜΑ 2 

Θεωρούμε τετράγωνο ΑΒΓΔ και ςημεία Ε και Ζ ςτισ προεκτάςεισ των ΑΒ (προσ το Β) 

και ΒΓ (προσ το Γ) αντίςτοιχα, ώςτε ΒΕ=ΓΖ.  

Να αποδείξετε ότι: 

α) Τα τρίγωνα ΑΒΖ και ΑΕΔ είναι ίςα.     (Μονάδεσ 12) 

β) Οι γωνίεσ ΕΔΓ και ΑΖΒ είναι ίςεσ.      (Μονάδεσ 13) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



α) Τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΒΖ και ΑΕΔ ζχουν: 

AΔ = AB, ωσ πλευρζσ του τετραγώνου 

AE = BZ , διότι AB = BΓ (πλευρζσ τετραγώνου) και BE = ΓZ οπότε ΑΒ + ΒΕ = ΒΓ + ΓΖ   

AE = BZ. 

Άρα τα τρίγωνα ΑΒΖ και ΑΕΔ είναι ίςα αφοφ ζχουν δυο ομόλογεσ πλευρζσ τουσ ίςεσ. 

β) Από την προηγοφμενη ιςότητα προκφπτει ότι A ̂Δ = A ̂B (1) επειδή είναι 

απζναντι από τισ ίςεσ πλευρζσ ΑΔ και ΑΒ. Ιςχφει επίςησ ότι: 

A ̂Δ = Ε ̂Γ (2), ωσ εντόσ εναλλάξ των παραλλήλων ΑΒ, ΓΔ που τζμνονται από την ΔΕ. 

Από (1), (2) προκφπτει ότι A ̂B = Ε ̂Γ. 

 



ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται τραπζηιο ΑΒΓΔ (ΑΒ//ΓΔ) με ΑΒ=3, ΓΔ=4. Θεωροφμε ςθμείο Ε ςτθν ΑΒ ώςτε 

ΑΕ=1. Στο τραπζηιο ΕΒΓΔ θεωροφμε τα Κ και Λ, μζςα των ΕΔ και ΒΓ αντίςτοιχα. 

α) Να υπολογίςετε τθ διάμεςο ΚΛ του τραπεηίου ΕΒΓΔ.                             (Μονάδεσ 13) 

β) Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΑΒΛΚ είναι παραλλθλόγραμμο.   (Μονάδεσ 12) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



α) Είναι ΕΒ = ΑΒ – ΑΕ = 3 – 1 = 2. Επειδι ΚΛ διάμεςοσ του τραπεηίου ΕΒΓΔ ζχουμε: 

ΚΛ = 
       = 

     = 3. 

β) Επειδι ΚΛ διάμεςοσ του τραπεηίου ΕΒΓΔ ιςχφει ότι: 

 KΛ // ΕΒ  ι KΛ // AB και KΛ = 3 = AB. 

Άρα ςτο τετράπλευρο ΑΒΛΚ οι απζναντι πλευρζσ του ΑΒ και ΚΛ είναι ίςεσ και 

παράλλθλεσ, οπότε είναι παραλλθλόγραμμο. 

 



ΘΕΜΑ 2 

Σε τρίγωνο ΑΒΓ ιςχφουν ˆ ˆ ˆΑ Γ 2Β   και ˆ ˆΑ 3Γ . 

α) Να αποδείξετε ότι η γωνία Β είναι 60ο  
.    (Μονάδεσ 10) 

β) Αν το φψοσ του ΑΔ και η διχοτόμοσ του ΒΕ τζμνονται ςτο ςημείο Ζ, να αποδείξετε 

ότι το τρίγωνο ΑΖΕ είναι ιςόπλευρο.      (Μονάδεσ 15) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



α)	
  Από	
  το	
  άθροισμα	
  γωνιών	
  του	
  τριγώνου	
  ΑΒΓ	
  έχουμε:	
  	
  

Α	
  +	
  Β	
  +	
  Γ	
  =	
  180
ο
	
  ⇔	
  Β	
  +	
  2Β	
  =	
  180

ο
	
  ⇔	
  3Β	
  =	
  180

ο
	
  ⇔	
  Β	
  =	
  60

ο
.	
  

	
  

	
  

β)	
  Από	
  το	
  άθροισμα	
  γωνιών	
  του	
  τριγώνου	
  ΑΒΓ	
  έχουμε:	
  	
  

Α	
  +	
  Β	
  +	
  Γ	
  =	
  180
ο
	
  ⇔	
  3Γ	
  +	
  60

ο
	
  +	
  Γ	
  =	
  180

ο
	
  ⇔	
  4Γ	
  =	
  120

ο
	
  ⇔	
  Γ	
  =	
  30

ο
.	
  	
  

Τότε:	
  Α	
  +	
  Γ	
  =	
  2Β	
  ⇔	
  Α	
  +	
  30
ο
	
  =	
  2	
  ⋅	
  60

ο
	
  ⇔	
  Α	
  =	
  90

ο
.	
  

Από	
  το	
  άθροισμα	
  γωνιών	
  του	
  τριγώνου	
  ΑΒΕ	
  έχουμε:	
  

Α	
  +	
  ΑΒΕ	
  +	
  ΑΕΒ	
  =	
  180
ο
	
  ⇔	
  90

ο
	
  +	
  
!

!
	
  +	
  ΑΕΒ	
  =	
  180

ο
	
  ⇔	
  

!"
!

!
	
  +	
  ΑΕΒ	
  =	
  90

ο
	
  ⇔	
  

⇔	
  30
ο
	
  +	
  ΑΕΒ	
  =	
  90

ο
	
  ⇔	
  ΑΕΒ	
  =	
  60

ο
.	
  

Από	
  το	
  άθροισμα	
  γωνιών	
  του	
  ορθογωνίου	
  τριγώνου	
  ΑΔΓ	
  έχουμε:	
  

ΓΑΔ	
  +	
  Δ	
  +	
  Γ	
  =	
  180
ο
	
  ⇔	
  ΓΑΔ	
  +	
  90

ο
	
  +	
  30

ο
	
  =	
  180

ο
	
  ⇔	
  ΓΑΔ	
  +	
  120

ο
	
  =	
  180

ο
	
  ⇔	
  ΓΑΔ	
  =	
  60

ο
.	
  

Από	
  το	
  άθροισμα	
  γωνιών	
  του	
  τριγώνου	
  ΑΖΕ	
  έχουμε:	
  

ΖΑΕ	
  +	
  ΑΖΕ	
  +	
  ΑΕΖ	
  =	
  180
ο
	
  ⇔	
  60

ο
	
  +	
  ΑΖΕ	
  +	
  60

ο
	
  =	
  180

ο
	
  ⇔	
  120

ο
	
  +	
  ΑΖΕ	
  =	
  180

ο
	
  ⇔	
  

⇔	
  ΑΖΕ	
  =	
  60
ο
.	
  

Το	
  τρίγωνο	
  ΑΖΕ	
  έχει	
  όλες	
  τις	
  γωνίες	
  του	
  ίσες	
  οπότε	
  είναι	
  ισόπλευρο.	
  



ΘΕΜΑ 2 

Στο παρακάτω σχήμα το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο με ορθή τη γωνία Α. Η ΒΔ 

είναι διχοτόμος της γωνίας Β, η ΔΕ είναι κάθετη στην ΒΓ και η γωνία Γ είναι 

μικρότερη της γωνίας Β. Να αποδείξετε ότι:  

α) ΑΔ=ΔΕ                                     (Μονάδες 8) 

β) ΑΔ < ΔΓ                                    (Μονάδες 9) 

γ) ΑΓ>ΑΒ                                     (Μονάδες 8) 

 
 
 
 
 
 
 
 



α) Το ςθμείο Δ ανικει ςτθ διχοτόμο τθσ γωνίασ Β άρα ιςαπζχει από τισ πλευρζσ ΒΑ, 

ΒΓ τθσ γωνίασ αυτισ. Οπότε ΑΔ = ΔΕ αφοφ ΑΔ   ΑΒ και ΔΕ   ΒΓ.  

β) Στο ορκογώνιο τρίγωνο ΔΕΓ θ ΔΓ είναι απζναντι από τθν ορκι γωνία Ε, άρα είναι 

θ μεγαλφτερθ πλευρά του τριγώνου. Οπότε ΔΓ > ΔE. Επειδι AΔ = ΔE, προκφπτει ότι: 

ΑΔ < ΔΓ. 

γ) Γνωρίηουμε ότι ς’ ζνα τρίγωνο απζναντι από άνιςεσ γωνίεσ βρίςκονται ομοίωσ 

άνιςεσ πλευρζσ. Στο τρίγωνο ΑΒΓ ιςχφει  ̂ <  ̂ οπότε AB < AΓ. 

 



ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με ˆ 90
o

A = , B̂  = 35ο και Μ το μέσο της ΒΓ.  

α) Να υπολογίσετε τη γωνία Γ.                           (Μονάδες 10) 

β) Να υπολογίσετε τις γωνίες του τριγώνου ΑΜΒ.                  (Μονάδες 15) 

 
 



α)	
  Από	
  το	
  άθροισμα	
  γωνιών	
  του	
  ορθογωνίου	
  τριγώνου	
  ΑΒΓ	
  έχουμε:	
  Β	
  +	
  Γ	
  =	
  90
ο
	
  ⇔	
  

35
ο
	
  +	
  Γ	
  =	
  90

ο
	
  ⇔	
  Γ	
  =	
  55

ο
	
  .	
  

	
  

β)	
  Η	
  ΑΜ	
  είναι	
  διάμεσος	
  που	
  αντιστοιχεί	
  στην	
  υποτείνουσα	
  του	
  ΑΒΓ,	
  

άρα	
  AM	
  =	
  
!"

!
	
  =	
  ΜΒ.	
  

Επειδή	
  ΑΜ	
  =	
  ΜΒ,	
  το	
  τρίγωνο	
  ΑΜΒ	
  είναι	
  ισοσκελές,	
  άρα	
  ΒΑΜ	
  =	
  Β	
  =	
  35
ο
.	
  

Από	
  το	
  άθροισμα	
  γωνιών	
  του	
  τριγώνου	
  ΑΜΒ	
  είναι:	
  

AΜB	
  +ΒΑΜ	
  +	
  Β	
  =	
  180
ο
	
  ⇔	
  AΜB	
  +	
  35

ο
	
  +	
  35

ο
	
  =	
  180

ο
	
  ⇔	
  AΜB	
  =	
  110

ο
.	
  



ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ = ΑΓ. Στις προεκτάσεις των πλευρών ΒΑ και ΓΑ 

(προς το Α) θεωρούμε τα σημεία Ε και Δ αντίστοιχα τέτοια ώστε ΑΔ = ΑΕ.  

Να αποδείξετε ότι: 

α) ΒΕ = ΓΔ                             (Μονάδες 6) 

β) ΒΔ = ΓΕ                             (Μονάδες 10) 

γ) ˆ ˆ∆ΒΓ = ΕΓΒ                  (Μονάδες 9) 

 
 
 
 
 
 
 
 



α)	
  Επειδή	
  AB	
  =	
  AΓ	
  και	
  AE	
  =	
  AΔ	
  είναι	
  AB	
  +	
  AE	
  =	
  AΓ	
  +	
  AΔ	
  ⇔	
  BE	
  =	
  ΓΔ.	
  

	
  

	
  

β)	
  Τα	
  τρίγωνα	
  ΔΒΑ	
  και	
  ΕΑΓ	
  έχουν:	
  

ΑΒ	
  =	
  ΑΓ,	
  από	
  υπόθεση	
  

ΑΔ	
  =	
  ΑΓ,	
  από	
  υπόθεση	
  

ΔΑΒ	
  =	
  ΕΑΓ,	
  ως	
  κατακορυφήν.	
  

Από	
  το	
  κριτήριο	
  ΠΓΠ	
  τα	
  τρίγωνα	
  ΔΒΑ	
  και	
  ΕΑΓ	
  είναι	
  ίσα	
  οπότε	
  BΔ	
  =	
  ΓE	
  επειδή	
  είναι	
  

απέναντι	
  από	
  τις	
  ίσες	
  γωνίες	
  ΔΑΒ,	
  ΕΑΓ	
  .	
  

γ)	
  Τα	
  τρίγωνα	
  ΔΒΑ	
  και	
  ΕΑΓ	
  είναι	
  ίσα	
  οπότε:	
  ΔΒΑ = ΕΓΑ	
  	
  επειδή	
  είναι	
  απέναντι	
  από	
  

τις	
  ίσες	
  πλευρές	
  ΑΔ	
  και	
  ΑΕ.	
  	
  Το	
  τρίγωνο	
  ΑΒΓ	
  είναι	
  ισοσκελές	
  συνεπώς:	
  	
  ΓΒΑ = ΒΓΑ.	
  

Άρα	
  ΔΒΑ+   ΓΒΑ = ΕΓΑ+	
  ΒΓΑ	
  ή	
  ΔΒΓ	
  =	
  ΕΓΒ.	
  	
  	
  



ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με τη γωνία Α ορθή, ˆ ˆ2Γ = Β  και  ΑΔ το ύψος του. 

α) Να υπολογιστούν οι οξείες γωνίες του τριγώνου ΑΒΓ.                (Μονάδες 9) 

β) Να υπολογιστεί η γωνία ΒΑΔ.                   (Μονάδες 7)  

γ) Να  αποδείξετε ότι: 
2

ΑΒ
=Β∆ .                    (Μονάδες 9) 

 
 
 
 
 
 
 



α) Από το άθροιςμα γωνιών του ορθογωνίου τριγώνου ΑΒΓ βρίςκουμε:  ̂ +  ̂ = 90
ο
  2 ̂ +  ̂ = 90

ο
  3 ̂ = 90

ο
   ̂ = 30

ο
  και  ̂ = 2 ̂ = 60

ο
. 

β) Από το άθροιςμα γωνιών του ορθογωνίου τριγώνου ΑΒΔ είναι:  ̂ + B ̂Δ = 90ο
  60

ο
 + B ̂Δ = 90ο

  B ̂Δ = 30ο
. 

γ) Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΔ είναι B ̂Δ = 30ο, άρα η απζναντι κάθετη πλευρά είναι 

ίςη με το μιςό τησ υποτείνουςασ, δηλαδή BΔ = 
   . 

 



ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται τραπέζιο ΑΒΓΔ με ΑΒ // ΓΔ και ΒΔ = ΒΓ. Αν ο
110=ΓΒ∆

∧

 και ο
25=Β∆Α

∧

 να 

υπολογίσετε: 

α) Τη γωνία Γ.                   (Μονάδες 11) 

β) Τη γωνία Α.                   (Μονάδες 14) 

 
 
 



 

 

α) Tο τρίγωνο ΒΔΓ είναι ιςοςκελζσ με ΒΔ = ΒΓ, άρα B Γ =  

Από το άθροιςμα γωνιών του τριγώνου ΒΔΓ ζχουμε: 

B Γ +  + Δ Γ = 180ο 2  + 110
ο
 = 180

ο 2  = 70
ο  = 35

ο
 

β) Είναι B Γ= = 35
ο οπότε A Γ = Α Β + Β Γ = 25ο

 + 35
ο
= 60

ο
 

Οι γωνίεσ  και Α Γ είναι εντόσ και επί τα αυτά των παραλλήλων ΑΒ, ΓΔ που 

τζμνονται από την ΑΔ και είναι παραπληρωματικζσ, δηλαδή 

 + Α Γ = 180ο   + 60
ο
= 180

ο   = 120
ο
 

 



ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ και εκτός αυτού κατασκευάζουμε τετράγωνο ΒΓΔΕ.  

α) Να υπολογίσετε τις γωνίες  

i. ΕΒΑ
∧

          (Μονάδες 8) 

ii. ΑΕΒ
∧

           (Μονάδες 9) 

β) Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΑΕΔ είναι ισοσκελές.   (Μονάδες 8) 

 



 

α) i. Επειδή το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ιςόπλευρο είναι Α Γ = 60ο
. 

Επίςησ Ε Γ = 90ο
 διότι το ΒΓΔΕ είναι τετράγωνο. 

Τότε A E = A Γ+Ε Γ= 60ο
+ 90

ο
 = 150

ο
 

ii. Επειδή AB = BΓ=BE, το τρίγωνο ΒΕΑ είναι ιςοςκελζσ  

οπότε B A = B E (1). 

Από το άθροιςμα γωνιών του τριγώνου ΒΕΑ βρίςκουμε: 

B A + B E + A E = 180
ο 

 2B A + 150
ο
 = 180

ο
  2B A = 30

οB A = 15
ο
 

 

 

 

 

 

 

 

 

β) Τα τρίγωνα ΑΒΕ και ΑΓΔ ζχουν: 

 AB = AΓ, ωσ πλευρζσ του ιςόπλευρου τριγώνου ΑΒΓ 

 BE = ΓΔ, ωσ πλευρζσ του τετραγώνου ΒΓΔΕ 

 A Δ = A B + B Δ = 60ο
 + 90

ο
 = 150

ο
 = A E 

Σφμφωνα με το κριτήριο Π – Γ – Π τα τρίγωνα είναι ίςα, οπότε ζχουν και AE = AΔ, 

άρα το τρίγωνο ΑΕΔ είναι ιςοςκελζσ. 

 



 
ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ = ΑΓ. Κατασκευάζουμε εξωτερικά του 

τριγώνου το τετράγωνο ΑΒΔΕ. Να αποδείξετε ότι: 

α) Το τρίγωνο ΑΓΕ είναι ισοσκελές.                 (Μονάδες 10) 

β) ˆ2 90
ο

∧

⋅ΕΓΑ = −ΒΑΓ  .                (Μονάδες 15) 

 

 



 

α) Είναι AB = AE ωσ πλευρζσ τετραγώνου και AB = AΓ από υπόθεςη. Άρα AE = AΓ, 

οπότε το τρίγωνο ΑΕΓ είναι ιςοςκελζσ. 

β) Επειδή το τρίγωνο ΑΕΓ είναι ιςοςκελζσ ιςχφει ότι A Γ= E A (1). 

Από το άθροιςμα γωνιών του τριγώνου ΑΕΓ ζχουμε: 

E Γ + A Γ+E A = 180
ο 

 2E A + Ε Β + Β Γ = 180
ο
  2E A + 90

ο
 + Β Γ = 180ο 

2E A = 90
ο
 – B Γ 

 



ΘΕΜΑ 2 

Στο παρακάτω σχήμα το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι παραλληλόγραμμο και το ΑΓΔΕ 

είναι ορθογώνιο.  

Να αποδείξετε ότι: 

α) Το σημείο Α είναι μέσο του ΒΕ.        (Μονάδες 8) 

β) Το τρίγωνο ΒΕΓ είναι ισοσκελές.       (Μονάδες 9)  

γ) Ε∆Α=ΑΓΒ
∧∧

        (Μονάδες 8) 

 

 

 



 

α) Είναι AB = ΓΔ (1) και ΑΒ // ΓΔ (2) ωσ απζναντι πλευρζσ του παραλληλογράμμου 

ΑΒΓΔ. 

Επίςησ AE = ΓΔ (3) και ΑΕ // ΓΔ (4) ωσ απζναντι πλευρζσ του ορθογωνίου ΑΓΔΕ. 

Άρα από (2), (4) προκφπτει ότι ΑΒ // ΑΕ άρα τα Β, Α και Ε είναι ςυνευθειακά  

και επειδή ΑΒ = ΑΕ, λόγω των (1), (3), το ςημείο Α είναι μζςο του ΒΕ. 

β) Είναι ΑΔ = ΒΓ (5) διότι είναι απζναντι πλευρζσ του παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ. 

Επίςησ AΔ = ΓE (6) διότι οι διαγώνιεσ του ορθογωνίου είναι ίςεσ. Άρα από (5), (6) 

βρίςκουμε BΓ = ΓE, οπότε το τρίγωνο ΒΓΕ είναι ιςοςκελζσ. 

γ) Είναι B Α = Γ Δ (7), ωσ εντόσ εναλλάξ των παραλλήλων ΑΔ, ΒΓ που τζμνονται από 

την ΑΓ και A E = Γ Δ (8) ωσ εντόσ εναλλάξ των παραλλήλων ΑΓ, ΔΕ που τζμνονται 

από την ΑΔ. Άρα από (7), (8) ιςχφει Β A = A E. 

 

 



ΘΕΜΑ 2 

Δίνονται τα παραλληλόγραμμα ΑΒΔΓ και ΒΔΕΖ.  

Να αποδείξετε ότι: 

α) Το τετράπλευρο ΑΓΕΖ είναι παραλληλόγραμμο.     (Μονάδες 13) 

β) Ε∆Γ=ΖΒΑ
∧∧

.         (Μονάδες 12) 

 



 

α) Το ΑΒΔΓ είναι παραλληλόγραμμο, οπότε οι απζναντι πλευρζσ του ΑΓ και ΒΔ είναι 

ίςεσ και παράλληλεσ. Επίςησ, το ΒΔΕΖ είναι παραλληλόγραμμο, άρα οι απζναντι 

πλευρζσ του ΒΔ και ΖΕ είναι ίςεσ και παράλληλεσ. Άρα οι ΑΓ και ΖΕ είναι ίςεσ και 

παράλληλεσ, ςυνεπώσ και το τετράπλευρο ΑΓΕΖ είναι παραλληλόγραμμο. 

 

 

β) Τα τρίγωνα ΑΒΖ και ΓΔΕ ζχουν: 

 AΒ = ΓΔ, διότι είναι απζναντι πλευρζσ του παραλληλογράμμου ΑΒΔΓ 

 BΖ = ΔΕ, διότι είναι απζναντι πλευρζσ του παραλληλογράμμου ΒΖΕΔ 

 ΑΖ = ΓΕ, διότι είναι απζναντι πλευρζσ του παραλληλογράμμου ΑΖΕΓ 

Από το κριτήριο Π-Π Π ςυμπεραίνουμε ότι τα τρίγωνα ΑΒΖ και ΓΔΕ είναι ίςα, οπότε 

ζχουν και 
 

   . 

 



ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με τη γωνία Α ορθή και Μ το μέσο της ΒΓ. Φέρουμε 

ημιευθεία Αx παράλληλη στη ΒΓ (στο ημιεπίπεδο που ορίζει η ΑΜ με το σημείο Γ).  

Να αποδείξετε ότι: 

α) ΑΓΜ=ΓΑΜ
∧∧

         (Μονάδες 12) 

β) η ΑΓ είναι διχοτόμος της γωνίας ΜΑx.      (Μονάδες 13) 

 

 



α) Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ η ΑΜ είναι διάμεςοσ που αντιςτοιχεί ςτην 

υποτείνουςα, άρα ιςχφει ότι AM =  = ΜΓ. 

 

 

Επομζνωσ το τρίγωνο ΑΜΓ είναι ιςοςκελζσ, οπότε άρα M Γ = M A (1). 

β) Είναι Μ Α = Γ x (2) ωσ εντόσ εναλλάξ των παραλλήλων Αx, ΒΓ που τζμνονται από 

την ΑΓ. Από τισ (1), (2) βρίςκουμε: Μ Γ = Γ x, άρα η ΑΓ είναι διχοτόμοσ τησ γωνίασ 

Μ x. 

 



ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και ΜΔ, ΝΕ οι μεσοκάθετοι των πλευρών του ΑΒ, ΑΓ αντίστοιχα. 

Να αποδείξετε ότι: 

α) Αν ΜΔ = ΝΕ τότε το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές.   (Μονάδες 12) 

β) Αν ΑΒ = ΑΓ τότε ΜΔ = ΝΕ         (Μονάδες 13) 

 
  



 

 

α) Τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΜΔ και ΑΕΝ ζχουν: 

 MΔ = ΝE  

  κοινή γωνία 

Άρα τα τρίγωνα είναι ίςα και ιςχφει ΑΜ = ΑΝ γιατί ζχουν τισ προςκείμενεσ γωνίεσ 

τουσ ίςεσ μία προσ μία, άρα  οπότε ΑΒ = ΑΓ 

Άρα το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ιςοςκελζσ. 

β) Τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΜΔ και ΑΕΝ ζχουν: 

 AM = AN, ωσ μιςά των ίςων πλευρών ΑΒ και ΑΓ 

  κοινή γωνία 

Άρα τα τρίγωνα είναι ίςα οπότε ζχουν MΔ= ΝE επειδή ζχουν την απζναντι γωνία 

τουσ  κοινή. 

 



ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και από σημείο Μ της πλευράς ΒΓ φέρουμε τα κάθετα τμήματα 

ΜΔ και ΜΕ στις πλευρές ΑΒ και ΑΓ αντίστοιχα.  

Να αποδείξετε ότι: 

α) Αν ΜΔ = ΜΕ, τότε τα τρίγωνα ΑΜΔ και ΑΜΕ είναι ίσα.    (Μονάδες 13) 

β) Αν ΑΒ = ΑΓ και Μ μέσο του ΒΓ, τότε ΜΔ = ΜΕ.    (Μονάδες 12) 

 
  



 

 

α) Τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΜΔ και ΑΜΕ ζχουν: 

 ΜΑ κοινή πλευρά  

 MΔ = ME 

Άρα τα τρίγωνα είναι ίςα. 

β) Επειδή AB = AΓ, το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ιςοςκελζσ. 

Τα ορθογώνια τρίγωνα ΜΔΒ και ΜΕΓ ζχουν: 

  = , ωσ γωνίεσ βάςησ ιςοςκελοφσ τριγώνου 

 MB = MΓ, αφοφ Μ μζςο του ΒΓ 

Άρα τα τρίγωνα είναι ίςα οπότε ζχουν MΔ= ME, αφοφ βρίςκονται απζναντι από τισ 

ίςεσ γωνίεσ   και . 

 



ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με τη γωνία Α ορθή και από το μέσο Μ της πλευράς 

ΒΓ φέρουμε τα κάθετα τμήματα ΜΔ και ΜΕ στις πλευρές ΑΒ και ΑΓ αντίστοιχα.  

Να αποδείξετε ότι: 

α) Αν ΜΔ = ΜΕ τότε: 

i. τα τρίγωνα ΒΔΜ και ΓΕΜ είναι ίσα.      (Μονάδες 8) 

ii. το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές.     (Μονάδες 9) 

β) Αν ΑΒ = ΑΓ τότε ΜΔ = ΜΕ.       (Μονάδες 8) 

 



α) i.Τα ορθογώνια τρίγωνα ΒΔΜ και ΓΕΜ ζχουν: 

 ΜΔ = ΜΕ 

 ΜΒ = ΜΓ, διότι Μ μζςο τησ ΒΓ. 

Άρα τα τρίγωνα ΒΔΜ και ΓΕΜ είναι ίςα. 

 

 

 

ii. Από τα ίςα τρίγωνα ΒΔΜ και ΓΕΜ προκφπτει ότι  = , διότι είναι απζναντι από τισ 

ίςεσ πλευρζσ ΜΔ και ΜΕ. Άρα ΑΒΓ ιςοςκελζσ τρίγωνο. 

β) Τα ορθογώνια τρίγωνα ΒΔΜ και ΓΕΜ ζχουν: 

ΜΒ = ΜΓ, διότι Μ μζςο τησ ΒΓ 

 = , ωσ προςκείμενεσ ςτη βάςη του ιςοςκελοφσ τριγώνου ΑΒΓ. 

Άρα τα τρίγωνα ΒΔΜ και ΓΕΜ είναι ίςα, οπότε ιςχφει ΜΔ = ΜΕ ωσ απζναντι πλευρζσ 

ςτισ ίςεσ γωνίεσ  και . 

 



ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ = ΑΓ. Στην προέκταση της ΒΓ (προς το Γ) 

θεωρούμε σημείο Δ και στην προέκταση της ΓΒ (προς το Β) θεωρούμε σημείο Ε έτσι 

ώστε ΓΔ = ΒΕ. Από το Δ φέρουμε ΔΗ κάθετη στην ευθεία ΑΓ και από το Ε φέρουμε ΕΖ 

κάθετη στην ευθεία ΑΒ.  

Να αποδείξετε ότι:  

α) ΑΔ = ΑΕ         (Μονάδες 12)  

β) ΕΖ = ΔΗ         (Μονάδες 13) 

 



α) Τα τρίγωνα ΑΒΕ και ΑΓΔ έχουν: 

 AB = AΓ από την υπόθεςη, 

 ΓΔ = BE από την υπόθεςη, 

 A E = A Δ ωσ παραπληρωματικέσ των ίςων γωνιών  και  του ιςοςκελοφσ 

τριγώνου ΑΒΓ. 

Από το κριτήριο Π-Γ-Π τα τρίγωνα ΑΒΕ και ΑΓΔ είναι ίςα, οπότε έχουν και AΔ=AE ωσ 

πλευρέσ που βρίςκονται απέναντι από τισ ίςεσ γωνίεσ A E και A Δ. 

 

 

β) Τα ορθογώνια τρίγωνα ΕΒΖ και ΓΗΔ έχουν: 

 ΓΔ = BE από την υπόθεςη, 

 E Z =Δ H ωσ κατακορυφήν με τισ ίςεσ γωνίεσ  και  του ιςοςκελοφσ τριγώνου 

ΑΒΓ. 

Άρα τα τρίγωνα  ΕΒΖ και ΓΗΔ είναι ίςα οπότε EZ =ΔH ωσ πλευρέσ που βρίςκονται 

απέναντι από τισ ίςεσ γωνίεσ E Z =Δ H. 

 



ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και Ε το μέσο της διαμέσου του ΑΜ. Αν ΒΓ = 2 ΒΕ να αποδείξετε 

ότι: 

α) ΓΜΕ=ΒΕΑ
∧∧

        (Μονάδες 12) 

β) ΑΒ = ΕΓ .        (Μονάδες 13) 

 
 

  



α) Είναι BM =  = BΕ, άρα το τρίγωνο ΒΕΜ είναι 

ιςοςκελζσ και ζχει 1 = 1.  

Όμωσ A B =180
ο
 – 1 και E Γ =180ο

 – 1, άρα A B = E Γ. 

 

 

 

 

 

 

β) Τα τρίγωνα ΑΕΒ και ΕΜΓ ζχουν: 

 AE = EM, διότι Ε μζςο του ΑΜ 

 BE = BM = MΓ 

 A B = E Γ 

 Από το κριτήριο Π-Γ-Π ςυμπεραίνουμε ότι τα τρίγωνα ΑΕΒ και ΕΜΓ είναι ίςα, 

οπότε ζχουν και AB = EΓ ωσ απζναντι πλευρζσ ςτισ ίςεσ γωνίεσ A B = E Γ. 

 



ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ = ΑΓ και η διάμεσός του ΑΔ τέτοια ώστε ο
30=∆ΑΒ

∧

. 

Θεωρούμε σημείο Ε στην ΑΓ τέτοιο ώστε ΑΔ = ΑΕ.  

α) Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισόπλευρο.  (Μονάδες 8) 

β) Να υπολογίσετε τις γωνίες του τριγώνου ΑΔΕ.    (Μονάδες 9) 

γ) Να υπολογίσετε τη γωνία ΕΔΓ.      (Μονάδες 8) 

 
 

  



 

 

α) Επειδή AB =AΓ, το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ιςοςκελζσ, άρα η διάμεςοσ ΑΔ είναι φψοσ 

και διχοτόμοσ του τριγϊνου. 

Επειδή η ΑΔ είναι διχοτόμοσ του τριγϊνου ΑΒΓ, είναι Δ Γ = B Δ= 30ο, οπότε  = 60
ο
. 

Ιςχφει ότι: 

 +  +  = 180
ο  60

ο
 +  +  = 180

ο  2  = 120
ο   = 60

ο
 

Για το τρίγωνο ΑΒΓ ιςχφει  =  =  = 60
ο, άρα είναι ιςόπλευρο. 

β) Επειδή AΔ=AE το τρίγωνο ΑΔΕ είναι ιςοςκελζσ, οπότε A Ε = A Δ. 

Από το άθροιςμα γωνιϊν του τριγϊνου ΑΔΕ, ζχουμε: 

Δ Γ+ A E + A Δ = 180
ο  30

ο
 + 2A E =180

ο  A E = 75
ο
 = Α Δ 

γ) E Γ = A Γ – A E = 90
ο
 – 75

ο
 = 15

ο
 

 



ΘΕΜΑ 2 

Σε κύκλο κέντρου Ο φέρουμε τις διαμέτρους του ΑΓ και ΒΔ.  

α) Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι ορθογώνιο.                  (Μονάδες 13) 

β) Ποια σχέση πρέπει να έχουν οι διάμετροι ΑΓ και ΒΔ ώστε το τετράπλευρο ΑΒΓΔ 

να είναι τετράγωνο; Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας.                      (Μονάδες 12) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



α) Αν ρ η ακτίνα του κφκλου τότε: OA = OB = OΓ= OΔ= ρ. 

Τελικά οι διαγώνιεσ ΑΓ και ΒΔ διχοτομοφνται και είναι ίςεσ  

αφοφ AΓ= BΔ= 2ρ, άρα το τετράπλευρο είναι ορθογώνιο. 

 

 

 

 

 

 

β) Ένα ορθογώνιο είναι τετράγωνο, όταν είναι και ρόμβοσ γι’ αυτό πρζπει οι 

διάμετροι ΑΓ και ΒΔ να είναι και κάθετεσ. 

 



ΘΕΜΑ 2 

Έστω κύκλος με κέντρο Ο και ακτίνα ρ. Αν η διάμετρος ΑΔ είναι διχοτόμος της 

γωνίας ΒΑΓ, να αποδείξετε ότι: 

α) Τα τόξα ΒΔ και ΔΓ είναι ίσα.              (Μονάδες 10) 

β) Τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΑΓΔ είναι ίσα.     (Μονάδες 15)      

 

 
 



α) Επειδή η ΑΔ είναι διχοτόμοσ τησ γωνίασ Β Γ είναι B Δ = Δ Γ. Οι ίςεσ γωνίεσ Β Δ 

και Δ Γ είναι εγγεγραμμζνεσ και βαίνουν ςτα τόξα ΒΔ και ΔΓ, οπότε και τα τόξα 

αυτά είναι ίςα. 

 

β) Οι εγγεγραμμζνεσ γωνίεσ Α Δ και Α Δ είναι ορθζσ διότι βαίνουν ςε ημικφκλιο. 

Τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΒΔ και ΑΓΔ ζχουν: 

 ΑΔ κοινή πλευρά 

 B Δ = Δ Γ, διότι ΑΔ διχοτόμοσ τησ Β Γ. 

Άρα τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΑΓΔ είναι ίςα 

 

 



ΘΕΜΑ 2 

Θεωρούμε ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ) και τις διαμέσους του ΒΚ και ΓΛ, οι 

οποίοι τέμνονται στο σημείο Θ.  

Να αποδείξετε ότι: 

α) Οι διάμεσοι ΒΚ και ΓΛ είναι ίσες.                         (Μονάδες 12)                                      

β)  Τα τρίγωνα ΑΒΘ και ΑΓΘ είναι ίσα            (Μονάδες 13) 

 
 
 
 



α) Τα τρίγωνα ΛΒΓ και ΚΒΓ έχουν: 

 ΒΓ κοινή πλευρά 

 BΛ = ΓK, ωσ μιςά των ίςων πλευρών ΑΒ και ΑΓ 

  = , ωσ γωνίεσ βάςησ του ιςοςκελοφσ τριγώνου ΑΒΓ. 

Από το κριτήριο ΠΓΠ τα τρίγωνα ΛΒΓ και ΚΒΓ είναι ίςα, οπότε έχουν και BK = ΓΛ ωσ 

απέναντι πλευρέσ ςτισ ίςεσ γωνίεσ  και . 

 

 

 

β) Από την ιςότητα των τριγώνων ΛΒΓ και ΚΒΓ προκφπτει Θ Γ = Θ B ωσ απέναντι 

γωνίεσ ςτισ ίςεσ πλευρέσ ΒΛ και ΓΚ. Τότε το τρίγωνο ΘΒΓ είναι ιςοςκελέσ με βάςη τη 

ΒΓ οπότε ΘB = ΘΓ. 

Τα τρίγωνα ΑΒΘ και ΑΘΓ έχουν: 

 AB = AΓ 

 ΘB = ΘΓ 

 ΑΘ κοινή 

Από το κριτήριο Π-Π-Π τα τρίγωνα ΑΒΘ και ΑΘΓ είναι ίςα. 

 



ΘΕΜΑ 2 

Θεωρούμε κύκλο (Ο, ρ) και διάμετρό του ΑΒ. Στην εφαπτομένη του κύκλου στο Β 

θεωρούμε σημείο Γ τέτοιο ώστε, η γωνία ΒΓΟ να είναι ίση με 30ο. Αν η ΟΓ τέμνει τον 

κύκλο στο Δ να αποδείξετε ότι: 

α) ΟΑ=ΟΓ 2 .                (Μονάδες 12)                                      

β) Α∆=ΒΓ .                   (Μονάδες 13) 

 
 

 

 

 



α)Η εφαπτομζνη ΒΓ είναι κάθετη ςτην ακτίνα ΟΒ ςτο ςημείο επαφήσ, άρα  

Γ Ο = 90ο
. 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΟΒΓ είναι = 30
ο, άρα OB =   ΟΓ = 2ΟΒ επειδή  

ΟΒ = ΟΑ = ρ ζχουμε ΟΓ = 2ΟΑ 

 

 

β) Είναι Β Α = 90οδιότι είναι εγγεγραμμζνη που βαίνει ςε ημικφκλιο. 

Τα ορθογώνια τρίγωνα ΟΒΓ και ΑΒΔ ζχουν: 

 ΟΓ = ΑΒ, διότι ΟΓ = 2ΟΑ = 2ρ και ΑΒ = 2ρ 

 Β Ο = Β Δ = 30
ο 

  

60



  
 η οποία είναι εξωτερική ςτο ιςοςκελζσ τρίγωνο ΔΟΑ (ΟΑ=ΟΔ) οπότε 

30
2


 

   
  

 Άρα τα τρίγωνα ΟΒΓ και ΑΒΔ είναι ίςα οπότε ιςχφει ΒΓ = ΑΔ επειδή ζχουν τισ 

προςκείμενεσ γωνίεσ τουσ ίςεσ μία προσ μία. 

 



ΘΕΜΑ 2 

Σε ορθογώνιο και ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ ( ο
90ˆ =Α ) θεωρούμε τα μέσα Δ, Ε και Ζ 

των πλευρών του ΑΒ, ΑΓ και ΒΓ αντίστοιχα. 

Να αποδείξετε ότι:              

α) Το τετράπλευρο ΑΕΖΔ είναι ορθογώνιο παραλληλόγραμμο.          (Μονάδες 12) 

β) Το τετράπλευρο ΕΔΒΓ  είναι ισοσκελές τραπέζιο.             (Μονάδες 13) 

 
 

 

 

 

 



α) Επειδι το ΔΖ ενώνει τα μζςα δφο πλευρών ςτο τρίγωνο ΑΒΓ, ιςχφει ότι  

ΔΖ//ΑΓ  ΔΖ//ΑΕ και ΔΖ =  =ΑΕ 

Άρα ςτο τετράπλευρο ΑΕΖΔ είναι ΔΖ // = ΑΕ, οπότε είναι παραλλθλόγραμμο. Επειδι 

όμωσ  = 90
ο, το ΑΕΖΔ είναι ορκογώνιο. 

 

 

β)To ΔΕ ενώνει τα μζςα δφο πλευρών ςτο τρίγωνο ΑΒΓ άρα ΔΕ // ΒΓ. Οι πλευρζσ ΒΔ 

και ΓΕ τζμνονται ςτο ςθμείο Α, άρα δεν είναι παράλλθλεσ. Οπότε το ΕΔΒΓ είναι 

τραπζηιο. 

Επειδι το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ιςοςκελζσ, ζχει ΑΒ = ΑΓ, άρα και ΔΒ = ΕΓ γιατί είναι 

μιςά των ΑΒ, ΑΓ. Άρα το τετράπλευρο ΕΔΒΓ είναι ιςοςκελζσ τραπζηιο. 

 



ΘΕΜΑ 2 

Δίνονται δύο ομόκεντροι κύκλοι με κέντρο Ο και ακτίνες ρ και R (ρ<R). Οι χορδές ΔΓ 

και ΖΕ του κύκλου (Ο,R) εφάπτονται του κύκλου (Ο, ρ) στα σημεία Α και Β 

αντίστοιχα.  

α) Να αποδείξετε ότι ΔΓ=ΖΕ.               (12 Μονάδες) 

β) Αν οι ΔΓ και ΖΕ προεκτεινόμενες τέμνονται στο σημείο Κ, να αποδείξετε ότι το 

τρίγωνο ΚΕΓ είναι ισοσκελές.              (13 Μονάδες) 

 



α) Οι ακτίνεσ ΟΑ και ΟΒ του κφκλου (Ο, ρ) καταλήγουν ςτα ςημεία επαφήσ με τισ 

εφαπτομζνεσ. Τότε OA  ΓΔ και OB  EZ. 

Τα ΟΑ, ΟΒ είναι αποςτήματα των χορδών ΓΔ και ΕΖ ςτον κφκλο (Ο,R) και είναι ίςα 

αφοφ OA = OB = ρ. Άρα και οι χορδζσ ΓΔ και ΕΖ είναι ίςεσ 

 

 

 

 

 

 

β) Είναι ΚΑ = ΚΒ (1) ωσ εφαπτόμενα τμήματα από το Κ προσ τον κφκλο (Ο, ρ). Επειδή 

τα ΟΑ, ΟΒ είναι αποςτήματα των χορδών ΓΔ και ΕΖ, τα ςημεία Α και Β είναι μζςα 

των χορδών και επειδή οι χορδζσ είναι ίςεσ, είναι και AΓ = BE (2). 

Αφαιροφμε κατά μζλη τισ (1), (2) και βρίςκουμε: KA – AΓ= KB – BE οπότε KΓ= KE. 

Άρα το τρίγωνο ΚΓΕ είναι ιςοςκελζσ. 

 



ΘΕΜΑ 2 

 Έστω ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΓ=ΑΒ  και Μ το μέσο της πλευράς ΒΓ. Στα 

σημεία Β και Γ φέρουμε κάθετες στη ΒΓ προς το ίδιο μέρος, και θεωρούμε σε αυτές 

σημεία Δ και Ε αντίστοιχα, τέτοια ώστε ΜΕ=Μ∆ . 

Να αποδείξετε ότι: 

α) Τα τμήματα ΒΔ και ΓΕ είναι ίσα.             (Μονάδες 13) 

β) Το τετράπλευρο ΒΔΕΓ είναι ορθογώνιο παραλληλόγραμμο.        (Μονάδες 12) 

 



α) Τα ορθογώνια τρίγωνα ΒΔΜ και ΜΓΕ ζχουν: 

 MB = MΓ, διότι το Μ είναι μζςο του ΒΓ 

 ΜΔ = ΜΕ, από υπόθεςη. 

Άρα τα τρίγωνα ΒΔΜ και ΜΓΕ είναι ίςα. Επομζνωσ ΒΔ = ΓΕ αφοφ οι άλλεσ δφο 

πλευρζσ των ίςων τριγώνων είναι ίςεσ μία προσ μία. 

 

 

β)Είναι BΔ  BΓ και ΓE  BΓ άρα BΔ // ΓE. Ιςχφει ακόμη BΔ = ΓE, διότι τα τρίγωνα 

ΒΔΜ και ΜΓΕ είναι ίςα. Άρα ςτο τετράπλευρο ΒΔΕΓ δφο απζναντι πλευρζσ του είναι 

ίςεσ και παράλληλεσ οπότε είναι παραλληλόγραμμο. Επειδή Δ Γ = 90
ο, τότε το 

τετράπλευρο ΔΒΓΕ είναι ορθογώνιο. 

 



ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται ισοσκελές τραπέζιο ΑΒΓΔ, το σημείο Μ είναι το μέσο της πλευράς ΔΓ και τα 

σημεία Κ και Λ είναι τα μέσα των μη παράλληλων πλευρών του ΑΔ και ΒΓ 

αντίστοιχα.  

Να αποδείξετε ότι: 

α) Τα τμήματα ΚΜ και ΛΜ είναι ίσα.             (Μονάδες 12) 

β) Τα τμήματα ΑΜ και ΒΜ είναι ίσα.             (Μονάδες 13) 

 

 



 

α) Τα τρίγωνα ΚΔΜ και ΛΜΓ ζχουν: 

 ΔM = ΜΓ διότι Μ μζςο τθσ ΓΔ 

 ΚΔ = ΛΓ ωσ μιςά των ίςων πλευρών ΑΔ και ΒΓ 

  =  ωσ γωνίεσ βάςθσ του ιςοςκελοφσ τραπεηίου. 

Σφμφωνα με το κριτιριο Π – Γ – Π τα τρίγωνα είναι ίςα, οπότε ζχουν και KM = ΛΜ 

ωσ απζναντι πλευρζσ από τισ ίςεσ γωνίεσ   και  . 

β) Τα τρίγωνα ΑΔΜ και ΜΒΓ ζχουν: 

 MΔ = ΜΓ 

  =  

 AΔ = BΓ 

Σφμφωνα με το κριτιριο Π – Γ – Π τα τρίγωνα ΑΔΜ και ΜΒΓ είναι ίςα, οπότε ιςχφει 

ΑΜ = ΒΜ ωσ απζναντι πλευρζσ από τισ ίςεσ γωνίεσ   και  . 

 



ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται γωνία xΑy και η διχοτόμος της Αδ. Από τυχαίο σημείο Β της Αx φέρνουμε 

κάθετη στη διχοτόμο, η οποία τέμνει την Αδ στο Δ και την Ay στο Γ. 

Να αποδείξετε ότι : 

α) Τα τμήματα ΑΒ και ΑΓ είναι ίσα.            (Μονάδες 12) 

β) Το τυχαίο σημείο Ε της Αδ ισαπέχει από τα Β και Γ.         (Μονάδες 13) 

 



α) Στο τρίγωνο ΑΒΓ η ΑΔ είναι διχοτόμοσ και φψοσ, οπότε το τρίγωνο είναι 

ιςοςκελζσ με βάςη τη ΒΓ. Άρα ΑΒ = ΑΓ 

 

β) Το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ιςοςκελζσ οπότε η 

ΑΔ, εκτόσ από διχοτόμοσ και φψοσ, είναι 

και διάμεςοσ, δηλαδή η  ΑΔ  είναι 

μεςοκάθετη τησ ΒΓ. Το ςημείο Ε ανήκει 

ςτη μεςοκάθετη του ΒΓ άρα ιςαπζχει από 

τα ςημεία Β και Γ. 

 

 



ΘΕΜΑ 2 

Έστω ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με οο
30B και  90

Λ
==Α

Λ

. Αν τα σημεία Ε και Δ είναι τα 

μέσα των ΑΒ και ΒΓ αντίστοιχα με ΕΔ=1,  να υπολογίσετε τα τμήματα: 

α) ΑΓ……   (Μονάδες 8) 

β) ΒΓ…..    (Μονάδες 9) 

γ) ΑΔ…..    (Μονάδες 8) 

Να δικαιολογήσετε τις απαντήσεις σας.  

 



α)Το ΔΕ ενώνει τα μζςα δφο πλευρών του τριγώνου 

ΑΒΓ, οπότε ιςχφει: 

ΔΕ = 
ΑΓ
2

 1 = 
ΑΓ
2

  ΑΓ = 2 

β) Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ είναι B  = 30
o, άρα 

ιςχφει ότι: 

ΑΓ = 
ΒΓ
2

  2 =  
ΒΓ
2

    ΒΓ = 4 

γ) Η ΑΔ είναι διάμεςοσ που αντιςτοιχεί ςτην 

υποτείνουςα του ορθογωνίου τριγώνου ΑΒΓ, 

επομζνωσ ιςχφει ότι: ΑΔ = 
ΒΓ
2

 = 
 4 

2
 = 2 

 

 

 



 
ΘΕΜΑ 2 

Σε σημείο Α ενός κύκλου, φέρουμε την εφαπτομένη του κύκλου Αχ και τη χορδή ΑΓ 

που σχηματίζει με την εφαπτομένη γωνία 45ο. Φέρουμε τη διάμετρο ΓΒ και μια 

παράλληλη ευθεία στη ΒΓ που τέμνει την ΑΒ στο Δ και την ΑΓ στο Ε.  

α) Να υπολογίσετε τις γωνίες του τριγώνου ΒΑΓ.     (Μονάδες 10) 

β) Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΒΓΕΔ είναι ισοσκελές τραπέζιο.  

  (Μονάδες 15) 

 

 



α) Είναι ΒΑ�Γ = 90
ο
 ως εγγεγραμμένη γωνία που βαίνει σε ημικύκλιο. Ακόμη η γωνία 

ΓΑ�x σχηματίζεται από την εφαπτομένη Αx και τη χορδή ΑΓ άρα είναι ίση με τη γωνία 

που βαίνει στο τόξο ΑΓ. Επομένως ισχύει: B� = ΓΑ�x = 45o
 

Από το ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ βρίσκουμε B� + Γ� = 90ο ⇔ Γ� = 45ο 

 

 

β) To ΒΓΕΔ είναι τραπέζιο γιατί ΔΕ//ΒΓ και οι πλευρές ΒΔ και ΓΕ τέμνονται στο Α, 

άρα δεν είναι παράλληλες. Επίσης, έχει τις γωνίες που πρόσκεινται στη βάση ΒΓ 

ίσες, άρα είναι ισοσκελές τραπέζιο.  



ΘΕΜΑ 2 

Δίνονται δυο ίσοι κύκλοι (Ο,ρ) και (Κ,ρ) με ΟΚ=ρ, οι οποίοι τέμνονται στα σημεία Α 

και Δ.  

α. Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΟΑΚ είναι ισόπλευρο.           (Μονάδες 10) 

β. Να υπολογίσετε τις γωνίες του τριγώνου ΒΑΚ.           (Μονάδες 15) 

 

 



α) Είναι ΟΑ = ΟΚ = ρ, ως ακτίνες του κύκλου (Ο, ρ). Ισχύει επίσης ότι ΚΑ = ρ ως 

ακτίνα του κύκλου (Κ, ρ). Άρα ΟΑ = ΟΚ = ΚΑ = ρ. Άρα το τρίγωνο ΟΑΚ είναι 

ισόπλευρο. 

 

β) Επειδή ΟΑΚ ισόπλευρο τρίγωνο είναι ΒΚ�Α = 60ο. Επίσης ΒΑ�Κ = 90ο, διότι είναι 

εγγεγραμμένη γωνία που βαίνει στο ημικύκλιο ΒΔΚ. Από το άθροισμα των γωνιών 

του τριγώνου ΒΑΚ βρίσκουμε:  

ΒΑ�Κ + ΒΚ�Α + ΑΒ�Κ = 180ο⇔ 90ο
 + 60ο

 + ΑΒ�Κ = 180ο⇔ ΑΒ�Κ = 30ο 

 

 



ΘΕΜΑ 2 

Δίνονται τα τμήματα  ΑΓ=ΒΔ που τέμνονται στο σημείο Ο έτσι ώστε ΟΑ=ΟΒ, και τα 

σημεία Η και Ζ στα τμήματα ΑΓ και ΒΔ αντίστοιχα, έτσι ώστε ΟΗ=ΟΖ.  

Να αποδείξετε ότι: 

α)  Οι γωνίες 
Λ

Α∆Ο  και 
Λ

ΒΓΟ  είναι ίσες.      (Μονάδες 12) 

β)  ΑΖ=ΒΗ .         (Μονάδες 13) 

 



α) Τα τρίγωνα ΟΑΔ και ΟΒΓ έχουν: 

• OA = OB 

• OΔ = OΓ (AΓ = BΔ και OA = OB, 

οπότε 

AΓ – ΟA = BΔ – OB ⟺ OΔ = OΓ) 

• O�1 = O�2  ως κατακορυφήν. 

Από το κριτήριο Π-Γ-Π συμπεραίνουμε 

ότι τα τρίγωνα ΟΑΔ και ΟΒΓ είναι ίσα, 

άρα AΔ�O = BΓ�O αφού είναι απέναντι από τις ίσες πλευρές ΟΑ και ΟΒ. 

 

β) Τα τρίγωνα ΟΑΖ και ΟΒΗ έχουν: 

• OA = OB 

• OH = OZ 

• O�1 = O�2 , ως κατακορυφήν 

Από το κριτήριο Π-Γ-Π συμπεραίνουμε ότι 

τα τρίγωνα ΟΑΖ και ΟΒΗ είναι ίσα, οπότε 

έχουν και AZ =BH ως πλευρές που 

βρίσκονται απέναντι από τις ίσες γωνίες O�1 

και  O�2. 

 

 

 



ΘΕΜΑ 2 

Έςτω ιςοςκελζσ τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ=ΑΓ. Από τα μζςα Κ και Λ των πλευρών ΑΓ και ΑΒ 

αντίςτοιχα, φζρουμε τα κάθετα τμήματα ΚΕ και ΛΖ ςτην πλευρά ΒΓ.  

Να αποδείξετε ότι: 

α) Τα τρίγωνα 


 και 


  είναι ίςα.      (Μονάδεσ 15) 

β) ΕΗ=ΖΘ, όπου Η , Θ τα μζςα των τμημάτων ΚΓ, ΛΒ αντίςτοιχα.  (Μονάδεσ 10) 

 



α) Τα ορθογώνια τρίγωνα ΚΕΓ και ΛΖΒ ζχουν: 

 KΓ = ΚΒ, ωσ μιςά των ίςων πλευρών ΑΒ και ΑΓ 

 Β  = Γ , ωσ γωνίεσ βάςησ του ιςοςκελοφσ 

τριγώνου ΑΒΓ. 

Άρα τα τρίγωνα ΚΕΓ και ΛΖΒ είναι ίςα. 

 

 

 

 

β) Η ΕΗ είναι διάμεςοσ που αντιςτοιχεί ςτην 

υποτείνουςα του ορθογωνίου τριγώνου ΚΕΓ, οπότε 

ιςχφει: ΕΗ = 
ΚΓ
2

 

Η ΖΘ είναι διάμεςοσ που αντιςτοιχεί ςτην 

υποτείνουςα του ορθογωνίου τριγώνου ΛΖΒ, άρα  

ΖΘ = 
ΛΒ
2

 

Επειδή KΓ=ΛB, είναι και EH =ZΘ. 

 

 



 



ΘΕΜΑ 2 

Έστω κύκλος με κέντρο Ο και ακτίνα ρ. Σε σημείο Ν του κύκλου φέρουμε την 

εφαπτόμενή του, και εκατέρωθεν του Ν θεωρούμε σημεία Α και Β, τέτοια ώστε 

ΝΑ=ΝΒ.  Οι ΟΑ και ΟΒ τέμνουν τον κύκλο στα Κ και Λ αντίστοιχα. 

Να αποδείξετε ότι: 

α) Το τρίγωνο 
∆

ΑΟΒ  είναι ισοσκελές.       (Μονάδες 13) 

β) Το σημείο Ν είναι μέσο του τόξου ΚΛ.      (Μονάδες 12) 

 

 



α) Στο τρίγωνο ΟΑΒ η ΟΝ είναι ύψος και διάμεσος, άρα το τρίγωνο είναι ισοσκελές. 

 

β) Στο ισοσκελές τρίγωνο ΟΑΒ η διάμεσος ΟΝ 

είναι και διχοτόμος της γωνίας Ο�. Άρα ΚΟ�Ν=ΝΟ�Λ. 

Επειδή οι επίκεντρες γωνίες είναι ίσες, θα είναι 

και τα αντίστοιχα τόξα τους ίσα.  

Δηλαδή ΚΝ = ΝΛ. Άρα το Ν είναι μέσο του τόξου 

ΚΛ. 

 

 



ΘΕΜΑ 2 

Έστω κύκλος με κέντρο Ο και ακτίνα ρ. Θεωρούμε διάμετρο ΑΒ και τυχαίο σημείο Γ 

του κύκλου. Αν ΑΕ κάθετο στην ΟΓ και ΓΔ κάθετο στην ΑΟ να αποδείξετε ότι: 

α) Το τρίγωνο 
∆

∆ΟΕ  είναι ισοσκελές.       (Μονάδες 13) 

β) Η ΟΖ διχοτομεί τη γωνία 
Λ

ΑΟΓ  και προεκτεινόμενη διέρχεται από το μέσο του 

τόξου ΑΓ.          (Μονάδες 12) 

 



α) Τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΕΟ και ΓΔΟ έχουν: 

• OA = ΟΓ ως ακτίνες κύκλου 

• Ο� κοινή γωνία, 

Άρα τα τρίγωνα ΑΕΟ και ΓΔΟ είναι ίσα, οπότε έχουν και ΟΔ = ΟΕ γιατί έχουν τις 

προσκείμενες γωνίες τους ίσες μία προς μία, οπότε το τρίγωνο ΟΔΕ είναι ισοσκελές. 

β) Τα ορθογώνια τρίγωνα ΖΔΟ και ΖΕΟ έχουν: 

• ΟΔ=ΟΕ, από το ερώτημα (α) 

• ΟΖ κοινή πλευρά,  

Άρα τα τρίγωνα ΖΔΟ και ΖΕΟ είναι ίσα, οπότε έχουν και ΔΟ�Ζ = ΖΟ�Ε αφού έχουν τις 

προσκείμενες πλευρές τους ίσες μία προς μία, δηλαδή η ΟΖ είναι διχοτόμος της 

γωνίας ΑΟ�Γ. Οι γωνίες ΑΟ�Θ και ΘΟ�Γ είναι επίκεντρες και ίσες, οπότε και τα 

αντίστοιχα τόξα ΑΘ και ΘΓ είναι ίσα, άρα το Θ είναι μέσο του τόξου ΑΓ. 

 



ΘΕΜΑ 2 

Έστω κύκλος με κέντρο Ο και ακτίνα ρ. Θεωρούμε κάθετες ακτίνες ΟΑ , ΟΓ και 

εφαπτόμενο  στον κύκλο τμήμα ΑΒ με ΟΓ=ΑΒ .  

α)   Να αποδείξετε ότι τα τμήματα ΑΟ  και ΒΓ διχοτομούνται.    (Μονάδες 10) 

β)   Να υπολογίσετε τις γωνίες του τετραπλεύρου ΑΒΟΓ.    (Μονάδες 15) 

 

 



α) Η ΟΑ είναι ακτίνα που καταλήγει ςτο ςημείο επαφήσ με την εφαπτομζνη ΑΒ, 

οπότε  OA  AB. Επίςησ OA  OΓ από υπόθεςη, άρα AB // OΓ. Επειδή AB // OΓ και  

AB = OΓ, τότε το τετράπλευρο ΑΒΟΓ είναι παραλληλόγραμμο. Οι ΑΟ και ΒΓ είναι 

διαγώνιεσ του παραλληλογράμμου, οπότε διχοτομοφνται. 

 

β) Το τρίγωνο ΟΑΒ είναι ορθογώνιο και ιςοςκελζσ επειδή ΟΑ = ΑΒ = ρ. Τότε 

Β  = BΟ A = 45
ο
 και  Β  =ΟΓ A = 45

ο
 διότι είναι απζναντι γωνίεσ παραλληλογράμμου.  

Είναι BΟ Γ= BΟ A + AΟ Γ= 45ο
 + 90

ο
 = 135

ο
 και  ΓΑ B = BΟ Γ= 135ο διότι είναι απζναντι 

γωνίεσ παραλληλογράμμου. 

 

 



ΘΕΜΑ 2 

Έστω κύκλος με κέντρο Ο και ακτίνα ρ. Θεωρούμε την ακτίνα ΟΑ και τη χορδή ΒΓ 

κάθετη στην ΟΑ στο μέσο της Μ. 

α) Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΑΓΟΒ είναι ρόμβος.    (Μονάδες 10) 

β) Να υπολογίσετε τις γωνίες του τετραπλεύρου ΑΓΟΒ.    (Μονάδες 15) 

 



 

α) Επειδή ΟΜ  ΒΓ, το ΟΜ είναι απόςτημα τησ χορδήσ ΒΓ, οπότε το Μ είναι μζςο 

τησ. Από υπόθεςη το Μ είναι μζςο και τησ ΟΑ. Άρα τα τμήματα ΟΑ και ΒΓ του ΑΓΟΒ 

διχοτομοφνται. Αυτό ςημαίνει ότι το ΑΓΟΒ είναι παραλληλόγραμμο. Επιπλζον ΟΑ 

ΒΓ, δηλαδή οι διαγϊνιεσ του παραλληλογράμμου ΑΓΟΒ είναι κάθετεσ. Άρα το ΑΓΟΒ 

είναι ρόμβοσ. 

 

β) Στο τρίγωνο ΒΟΑ η ΒΜ είναι φψοσ και διάμεςοσ, άρα το τρίγωνο είναι ιςοςκελζσ, 

οπότε BO = BA. Τότε OA = BO = BA = ρ, οπότε το τρίγωνο ΒΟΑ είναι ιςόπλευρο και 

επομζνωσ ιςχφει BΟ A = BΑ O = OΒ A = 60
ο
. 

Όμοια, το ΓΜ είναι φψοσ και διάμεςοσ του τριγϊνου ΟΓΑ, οπότε αυτό είναι 

ιςοςκελζσ με OΑ = OΓ= ρ. Τότε OA = ΟΓ = ΓA = ρ, οπότε το τρίγωνο ΓΟΑ είναι 

ιςόπλευρο και επομζνωσ ιςχφει ΓΟ A = ΓΑ O = OΓ A = 60
ο
. 

Είναι BΟ Γ= 60ο
 + 60

ο
 = 120

ο
 = ΒΑ Γ. 



ΘΕΜΑ 2 

Έστω ισοσκελές τρίγωνο 
∆

ΑΒΓ ( ΑΓ=ΑΒ ) με Α� > 90ο. Στις προεκτάσεις των πλευρών 

ΑΒ και ΑΓ προς το Α φέρνουμε τμήματα ΒΔ και ΓΕ κάθετα στις ΑΓ και ΑΒ αντίστοιχα. 

α)  Να αποδείξετε ότι ΓΕ=Β∆ .        (Μονάδες 10) 

β)  Αν Μ το μέσο της ΒΓ  τότε: 

i. Να αποδείξετε ότι ΜΕ=Μ∆ .     (Μονάδες 8) 

ii. Nα αποδείξετε ότι η ΑΜ διχοτομεί τη γωνία 
Λ

∆ΜΕ    (Μονάδες 7) 

 



α) Τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΒΔ και ΑΕΓ έχουν: 

• ΑΒ=ΑΓ κοινή πλευρά 

• Α1� = Α2� , ως κατακορυφήν. 

Άρα τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΑΕΓ είναι ίσα, οπότε έχουν και ΒΔ = ΓΕ ως πλευρές που 

έχουν τις απέναντι γωνίες Α1� και Α2�   ίσες . 

 

 

β)  Το ΔΜ είναι διάμεσος που αντιστοιχεί στην υποτείνουσα του ορθογωνίου 

τριγώνου ΔΒΓ, άρα ΔM = 
ΒΓ2  (1).   

Το ΕΜ είναι διάμεσος που αντιστοιχεί στην υποτείνουσα του ορθογωνίου τριγώνου 

ΕΒΓ, άρα ΕM = 
ΒΓ2  (2). 

Από τις (1), (2) προκύπτει ότι MΔ = ME. 

Τα τρίγωνα ΔΒΑ και ΕΑΓ είναι ίσα από το (α) ερώτημα οπότε έχουν ΑΔ = ΑΕ. 

Επειδή MΔ=ME και AΔ=AE , τα Μ και Α ισαπέχουν από τα Δ και Ε, άρα η ΜΑ είναι 

μεσοκάθετος του ΔΕ. Στο ισοσκελές τρίγωνο ΜΔΕ, η ΜΑ είναι μεσοκάθετος της 

βάσης ΔΕ , άρα είναι και διχοτόμος της γωνίας ΔΜ� Ε. 

 



ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται ρόμβος ΑΒΔΓ. Στην προέκταση της διαγωνίου ΑΔ (προς το Δ) παίρνουμε 

τυχαίο σημείο Ε.  

Να αποδείξετε ότι: 

α)  Το σημείο Ε ισαπέχει από τις προεκτάσεις των πλευρών ΑΒ και ΑΓ (προς το μέρος 

των Β και Γ αντίστοιχα).         (Μονάδες 10) 

β)  Το σημείο Ε ισαπέχει από τα σημεία Β και Γ.                                   (Μονάδες 15) 

 



α) Οι διαγώνιεσ του ρόμβου διχοτομοφν τισ 

γωνίεσ του οπότε η ΑΔ είναι διχοτόμοσ τησ 

γωνίασ Α . Επειδή το Ε είναι ςημείο τησ 

διχοτόμου τησ γωνίασ Α, ιςαπζχει από τισ 

πλευρζσ τησ γωνίασ, δηλαδή ιςαπζχει από τισ  

ΑΒ και ΑΓ. 

 

 

 

β) Οι διαγώνιεσ του ρόμβου διχοτομοφνται 

κάθετα, άρα η ΑΔ είναι μεςοκάθετοσ τησ ΒΓ. 

Επειδή το Ε ανήκει ςτη μεςοκάθετο του ΒΓ, 

ιςαπζχει από τα Β και Γ. 

 

 



ΘΕΜΑ 2 

Έστω τρίγωνο ΑΒΔ με ο
120=Α

Λ

. Εξωτερικά του τριγώνου κατασκευάζουμε τα 

ισόπλευρα τρίγωνα 
∆

ΑΕΒ  και 
∆

ΑΖ∆ .  

Να αποδείξετε ότι: 

α) Τα τρίγωνα ΑΕΖ και ΑΒΔ είναι ίσα.                             (Μονάδες 13) 

β)Το τμήμα ΔΖ είναι παράλληλο στο ΒΕ.                             (Μονάδες 12) 

  



α) Τα τρίγωνα ΑΕΖ και ΑΒΔ έχουν: 

• ΑΖ = ΑΔ, ως πλευρές του ισόπλευρου τριγώνου ΑΖΔ 

• ΑΒ = ΑΕ, ως πλευρές του ισόπλευρου τριγώνου ΑΒΕ 

• ΖΑ�Ε = ΔΑ�Β, ως κατακορυφήν  

Με βάση το κριτήριο Π – Γ – Π τα τρίγωνα ΑΕΖ και ΑΒΔ είναι ίσα. 

β) Είναι AΔ�Ζ = AΕ�Β = 60ο
 ως γωνίες ισόπλευρων τριγώνων. 

Τα σημεία Δ, Α και Ζ είναι συνευθειακά αφού ΔΑ�Ε= ΔΑ�Β+ ΒΑ�Ε=120ο+60ο=180ο. 

Επίσης οι ίσες γωνίες AΔ�Ζ, AΕ�Β είναι εντός εναλλάξ των ΔΖ και ΒΕ που τέμνονται 

από την ΔΕ, άρα ΔΖ // ΒΕ. 

 



ΘΕΜΑ 2 

Σε κύκλο κέντρου Ο φέρουμε δυο διαμέτρους του ΑΒ και ΓΔ.  

Να αποδείξετε ότι: 

α) Οι χορδές ΑΓ και ΒΔ του κύκλου είναι ίσες.             (Μονάδες 13) 

β) Το τετράπλευρο ΑΓΒΔ είναι ορθογώνιο.                                            (Μονάδες 12) 

 
 

 



 

α) Έστω ρ η ακτίνα του κύκλου. Τα τρίγωνα ΟΑΓ και ΟΒΔ 

έχουν: 

• OA = OB = ρ 

• OΓ= OΔ= ρ 

• AΟ�Γ= BΟ�Δ ως κατακορυφήν.  

Σύμφωνα με το κριτήριο Π – Γ – Π τα τρίγωνα είναι ίσα, 

οπότε έχουν και AΓ= BΔ ως πλευρές που βρίσκονται 

απέναντι από τις ίσες γωνίες  AΟ�Γ και BΟ�Δ. 

 

 

 

β) Επειδή OA = OB = OΓ= OΔ = ρ, οι διαγώνιες ΑΒ, ΓΔ του 

τετραπλεύρου ΑΓΒΔ διχοτομούνται και είναι ίσες, άρα το 

τετράπλευρο είναι ορθογώνιο.  

 



ΘΕΜΑ 2 

Έστω κύκλος με κέντρο Ο και ακτίνα ρ. Από σημείο Α εκτός του κύκλου, φέρουμε τα 

εφαπτόμενα τμήματα ΑΒ και ΑΓ. Τα σημεία Ε και Δ είναι τα αντιδιαμετρικά σημεία 

των Β και Γ αντίστοιχα. 

Να αποδείξετε ότι: 

α) Τα τρίγωνα ΑΒΕ και ΑΓΔ είναι ίσα.             (Μονάδες 13) 

β) Τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΑΓΕ είναι ίσα.     (Μονάδες 12) 

 
 

 



α) Είναι ΑΒ�Ε = ΑΓ�Δ = 90ο
.  

Τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΒΕ και ΑΓΔ έχουν: 

• AB = AΓ, ως εφαπτόμενα τμήματα που άγονται 

από σημείο εκτός κύκλου προς αυτόν 

• BE = ΓΔ = 2ρ 

Άρα τα τρίγωνα ΑΒΕ και ΑΓΔ είναι ίσα. 

 

 

 

 

β) BΟ�Δ = ΓΟ�E ως κατακορυφήν γωνίες, άρα ΔΒ=ΕΓ ⇔ 

ΔΒ=ΕΓ. 

 Τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΑΓΕ έχουν: 

• AB=AΓ 

• AΔ=AE, αφού τα τρίγωνα ΑΒΕ και ΑΓΔ είναι 

ίσα ως υποτείνουσες των ίσων τριγώνων, 

• BΔ=ΓE 

Από το κριτήριο Π-Π-Π τα τρίγωνα είναι ίσα.  

 



ΘΕΜΑ 2 

Έστω ορθογώνιο τρίγωνο 
∆

ΑΒΓ  με ο
90=Β

Λ

και Ζ το μέσο του ΑΓ. Με υποτείνουσα το 

ΑΓ κατασκευάζουμε ορθογώνιο ισοσκελές τρίγωνο 
∆

Α∆Γ  με Ο
Λ

=∆ 90 .  

α)  Να αποδείξετε ότι ∆Ζ=ΒΖ .      (Μονάδες 13) 

β)  Αν ο
30=ΑΓΒ

Λ

,  να υπολογίσετε τις γωνίες ΒΑΔ και ΒΓΔ .    (Μονάδες 12) 

 
  

 



 

α) Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ η ΒΖ είναι διάμεςοσ 

που αντιςτοιχεί ςτην υποτείνουςα του ορθογωνίου 

τριγώνου, άρα ΒΖ = 
ΑΓ
2

 (1).  

Η ΔΖ είναι διάμεςοσ που αντιςτοιχεί ςτην 

υποτείνουςα του ορθογωνίου τριγώνου 

ΑΔΓ, άρα ΔΖ = 
ΑΓ
2

 (2). 

Από τισ (1), (2) προκφπτει ότι BZ = ΔZ. 

β) Από το άθροιςμα γωνιών του ορθογωνίου τριγώνου ΑΒΓ βρίςκουμε: 

ΒΑ Γ + ΑΓ Β = 90ο  ΒΑ Γ + 30ο
= 90

ο  BΑ Γ = 60ο
 

Επειδή το τρίγωνο ΑΔΓ είναι ορθογώνιο και ιςοςκελζσ, οι οξείεσ γωνίεσ του είναι 

ίςεσ με 45ο, δηλαδή ΔΑ Γ = ΑΓ Δ = 45ο. Τότε: 

BΑ Δ = BΑ Γ + ΔΑ Γ= 60ο
+ 45

ο
= 105

ο και BΓ Δ= AΓ B + AΓ Δ= 30ο
+ 45

ο
= 75

ο
 



ΘΕΜΑ 2 

Έστω ισοσκελές  τρίγωνο ΑΒΓ  με ΑΓ=ΑΒ , και γωνία 
Λ

Β  ίση με 30Ο . Θεωρούμε Δ 

και Ε τα μέσα των ΑΓ και ΒΓ αντίστοιχα.  

α) Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο 
∆

Ε∆Γ είναι ισοσκελές και να υπολογίσετε τις γωνίες 

του.         (Μονάδες 16) 

β) Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο
∆

Α∆Ε  είναι ισόπλευρο.     (Μονάδες 9) 

 
 

 



α) Το ΔΕ ενώνει τα μζςα δφο 

πλευρών ςτο τρίγωνο ΑΒΓ οπότε 

ΔΕ // ΑΒ και ΔΕ =  
ΑΒ
2

.  Ιςχφει ότι  

ΔΓ= 
ΑΓ
2
=

ΑΒ
2

 = ΔΕ οπότε το τρίγωνο 

ΔΕΓ είναι ιςοςκελζσ.  

Επειδή το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ιςοςκελζσ, ιςχφει ότι Γ  = Β  = 30
ο
. 

Επειδή το τρίγωνο ΔΕΓ είναι ιςοςκελζσ παίρνουμε ΔΕ Γ = Γ  = 30
ο
. 

Από το άθροιςμα γωνιών του τριγώνου ΔΕΓ βρίςκουμε: 

EΔ Γ+ΔΕ Γ+Γ =180
ο  ΕΔ Γ + 30ο

+ 30
ο
= 180

ο  EΔ Γ=120ο
 

β) Ιςχφει ΕΔ = 
ΑΓ
2

 (1) κι επειδή το Δ είναι μζςο τησ ΑΓ ζχουμε ΑΔ = 
ΑΓ
2

 (2).  

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΕΓ είναι Γ = 30ο
 άρα η απζναντι κάθετη ιςοφται με το μιςό 

τησ υποτείνουςασ, δηλαδή ΑΕ = 
ΑΓ
2

 (3). 

Από (1), (2) και (3) προκφπτει ότι ΕΔ = ΑΔ = ΑΕ οπότε το τρίγωνο ΑΔΕ είναι 

ιςόπλευρο. 



ΘΕΜΑ 2 

Έστω παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ. Προεκτείνουμε την πλευρά ΒΑ (προς το Α) και την 

πλευρά ΔΓ (προς το Γ) κατά τμήματα  και ∆Γ=ΓΖ . 

Να αποδείξετε ότι: 

α) Τα τρίγωνα ΑΔΕ και ΒΓΖ είναι ίσα                          (Μονάδες 13) 

β) Το τετράπλευρο ΕΒΖΔ είναι παραλληλόγραμμο.     (Μονάδες 12) 

 

 



α) Τα τρίγωνα ΑΔΕ και ΒΓΖ έχουν: 

• AΔ = BΓ, διότι είναι απέναντι πλευρές του παραλληλογράμμου  

• AE = AB = ΓΔ = ΓZ, διότι τα ΑΒ, ΓΔ είναι απέναντι πλευρές 

παραλληλογράμμου 

• BΓ�Z = EΑ�Δ, διότι είναι παραπληρωματικές των ίσων γωνιών Α�, Γ�. 
Σύμφωνα με το κριτήριο Π – Γ – Π τα τρίγωνα ΑΔΕ και ΒΓΖ είναι ίσα. 

 

β) Από την ισότητα των τριγώνων ΑΔΕ και ΒΓΖ ισχύει ότι BZ = EΔ ως απέναντι 

πλευρές στις ίσες γωνίες BΓ�Z και EΑ�Δ. 

Ισχύει ότι BZ = EΔ και EB = 2AB = 2ΓΔ=ΔZ. Οπότε το τετράπλευρο ΕΒΖΔ έχει τις 

απέναντι πλευρές του ίσες, άρα είναι παραλληλόγραμμο. 



ΘΕΜΑ 2 

Στο παρακάτω ςχήμα ζχουμε το χάρτη μίασ περιοχήσ όπου είναι κρυμμζνοσ ζνασ θηςαυρόσ.  Οι 

ημιευθείεσ Αx και Αy παριςτάνουν δφο ποτάμια και ςτα ςημεία Β και Γ βρίςκονται δφο 

πλατάνια.   

Να προςδιορίςετε γεωμετρικά τισ δυνατζσ θζςεισ του θηςαυροφ, αν είναι γνωςτό ότι:  

α) ιςαπζχει από τα δφο πλατάνια.        (Μονάδεσ 9) 

β) ιςαπζχει από τα δφο ποτάμια.            (Μονάδεσ 9) 

γ) ιςαπζχει και από τα δφο πλατάνια και από τα δφο ποτάμια.     (Μονάδεσ 7) 

 

Να αιτιολογήςετε την απάντηςή ςασ ςε κάθε περίπτωςη. 

                                                                                                                                                       

                                                                             

 

 

 

 

 

 

 

 

 



α) Τα ςημεία που ιςαπζχουν από δφο ςημεία Β και Γ, βρίςκονται ςτη μεςοκάθετο του 

τμήματοσ ΒΓ. Άρα ο θηςαυρόσ βρίςκεται πάνω ςτη μεςοκάθετο μ του ΒΓ. 

 

β) Ο θηςαυρόσ ιςαπζχει από τισ πλευρζσ Αx και Αy τησ γωνίασ xΑ y, άρα θα βρίςκεται ςτη  

διχοτόμο Αδ. 

 

γ) O θηςαυρόσ ιςαπζχει από τα δφο πλατάνια και από τα δφο ποτάμια. Άρα ανήκει και ςτη 

μεςοκάθετο του ΒΓ και ςτη διχοτόμο Αδ τησ γωνίασ xΑ y, ζτςι ο θηςαυρόσ βρίςκεται ςτο 

ςημείο τομήσ  Ζ των Αδ και μ. 

 

 



ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται ιςόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ. Θεωροφμε ςημείο Ε ςτην προζκταςη τησ ΒΑ (προσ 

το Α) και ςημείο Δ ςτο εςωτερικό τησ πλευράσ ΑΓ, ώςτε ΑΕ=ΑΔ. 

α)  Να υπολογίςετε τισ γωνίεσ του τριγώνου ΑΔΕ.            (Μονάδεσ 10)                                     

β)  Αν Ζ είναι το ςημείο τομήσ τησ προζκταςησ τησ ΕΔ (προσ το Δ) με την ΒΓ, να 
αποδείξετε ότι η ΕΖ είναι κάθετη ςτην ΒΓ.              (Μονάδεσ 15)                                     

 

 

 



α) Επειδή το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ιςόπλευρο, είναι 
Α =  Β  = Γ  = 60

ο
.  

Τότε ΔΑ Ε= 180
ο
 – Α = 180

ο
 – 60

ο
 = 120

ο
. 

Επειδή το τρίγωνο ΑΔΕ είναι ιςοςκελζσ, ιςχφει ότι  

ΑΔ Ε = Ε . 

Από το άθροιςμα γωνιών του τριγώνου ΑΔΕ ζχουμε: 

ΑΔ Ε + Ε  + ΔΑ Ε = 180ο  2ΑΔ Ε + 120ο
 = 180

ο  

 2ΑΔ Ε = 60ο  ΑΔ Ε = 30ο
 =  Ε  

 

β) Είναι ΑΔ Ε = ΖΔ Γ = 30
ο
 ωσ κατακορυφήν και Γ  = 60

ο
. 

Από το άθροιςμα γωνιών του τριγώνου ΔΖΓ προκφπτει 

ότι: 

ΖΔ Γ + ΔΖ Γ + Γ  = 180
ο  30

ο
+ ΔΖ Γ + 60ο

 = 180
ο  ΔΖ Γ = 90ο, άρα EZBΓ.  



 

 

ΘΕΜΑ 2 

Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με  και ˆ  φέρουμε το ύψος του ΑΔ και την 

διάμεσο ΑΜ στην πλευρά ΒΓ.  

Να αποδείξετε ότι: 

α) οι γωνίες  και  είναι ίσες,      (Μονάδες 12) 

β) ˆ2  .         (Μονάδες 13) 

 



Έστω ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με Α̂ = 90ο και Β̂ >Γ̂, ΑΔ το ύψος του προς στην ΒΓ και 

ΑΜ διάμεσός του στην πλευρά ΒΓ. 

α) 

 

Για τις οξείες γωνίες του ορθογωνίου τριγώνου ΑΒΓ (Α̂ = 90ο) ισχύει ότι: Β̂ + Γ̂ = 90ο ή Β̂ = 90ο – Γ̂ (1) 

Αφού ΑΔ είναι ύψος του τριγώνου ΑΒΓ τότε ΑΔ̂Γ=900, οπότε το τρίγωνο ΑΔΓ είναι 

ορθογώνιο.  

Για τις οξείες γωνίες του ορθογωνίου τριγώνου ΑΔΓ ισχύει ότι: 

ΓΑ̂Δ + Γ̂ = 90ο ή ΓΑ̂Δ = 90ο – Γ̂ (2). Από τις σχέσεις (1) και (2) προκύπτει Β̂ = ΓΑ̂Δ. 

β)  

 

Αφού η ΑΜ είναι διάμεσος στην υποτείνουσα ΒΓ του ορθογωνίου τριγώνου ΑΒΓ, τότε 

θα είναι ΑΜ = 
ΒΓ2  = ΜΓ, αφού Μ μέσο της ΒΓ. 

Αφού ΑΜ=ΜΓ τότε το τρίγωνο ΑΜΓ είναι ισοσκελές γιατί έχει δυο πλευρές του ίσες, 

οπότε Γ̂ = ΜΑ̂Γ (3) ως γωνίες προσκείμενες στη βάση του ΑΓ. 

Στο τρίγωνο ΑΜΔ η γωνία ΑΜ̂Δ είναι εξωτερική της γωνίας ΑΜ̂Γ του τριγώνου ΑΜΓ, 

οπότε θα είναι ίση με το άθροισμα των απέναντι εσωτερικών γωνιών του τριγώνου, 

δηλαδή ΑΜ̂Δ = ΜΑ̂Γ + Γ̂ και αφού είναι Γ̂ = ΜΑ̂Γ (σχέση (3)), τότε θα είναι  

ΑΜ̂Δ = Γ̂ + Γ̂ ή AΜ̂Δ = 2Γ̂. 



ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται  παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ  με  Β̂  =60
Ο
 . Φέρουμε τα ύψη  ΑΕ και ΒΖ του 

παραλληλογράμμου που αντιστοιχούν στην ευθεία ΔΓ. 

Να αποδείξετε ότι: 

α) 
2

ΑΔ
ΓΖ ,          (Μονάδες 8) 

β) το  τρίγωνο ΑΔΕ είναι  ίσο  με το  τρίγωνο ΒΓΖ,    (Μονάδες 9) 

γ) το τετράπλευρο ΑΒΖΕ  είναι  ορθογώνιο.     (Μονάδες 8) 



Έστω παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ με Β̂ = 600 και ΑΕ, ΒΖ ύψη του από τις κορυφές Α και 

Β αντίστοιχα προς την ευθεία ΔΓ.  

 

α) Οι ΑΒ και ΔΓ είναι παράλληλες ως απέναντι πλευρές παραλληλογράμμου και το 

ΒΖ είναι ύψος του παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ, άρα θα είναι κάθετο στις παράλληλες 

ΑΒ και ΔΓ και θα είναι ΑΒ̂Ζ = Ζ̂ = 900 (1). Οπότε ΓΒ̂Z = ΑΒ̂Ζ - ΑΒ̂Γ = 90ο –  60ο = 30ο. 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΓΖΒ (Ζ̂ = 900) είναι ΓΒ̂Z = 300, οπότε η απέναντι κάθετη των 

300 θα είναι ίση με το μισό της υποτείνουσας. Δηλαδή ΓZ = 
ΒΓ2  και αφού είναι 

ΒΓ=ΑΔ, ως απέναντι πλευρές του παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ, τότε ΓZ = 
ΑΔ2 . 

β) Τα τρίγωνα ΑΕΔ και ΒΖΓ έχουν: 

• Ε̂ = Ζ̂ = 900, γιατί τα τμήματα ΑΕ και ΒΖ είναι κάθετα στη ΒΓ ως ύψη του 

παραλληλογράμμου. 

• AΔ = BΓ, διότι είναι απέναντι πλευρές του παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ.  

• Δ̂ = ΒΓ̂Ζ, ως γωνίες εντός εκτός και επί τα αυτά μέρη που σχηματίζονται από 

τις παράλληλες ΑΔ και ΒΓ που τέμνονται από τη ΔΓ. 

Άρα τα τρίγωνα ΑΕΔ και ΒΖΓ είναι ίσα ως ορθογώνια που έχουν την υποτείνουσα και 

την προσκείμενη σε αυτήν οξεία γωνία αντίστοιχα ίσες μια προς μία. 

γ) Το τετράπλευρο ΑΒΖΕ έχει τρείς γωνίες ορθές, την ΑΒ̂Ζ από σχέση (1), την ΑΕ̂Ζ και 

την ΕΖ̂Β αφού τα ΑΕ και ΒΖ είναι ύψη, οπότε είναι ορθογώνιο. 

 



ΘΕΜΑ 2 

Ζςτω ορθογώνιο ΑΒΓΔ  και τα ςημεία Ν και Κ των ΑΒ και ΔΓ αντίςτοιχα,  τζτοια ώςτε  

ΑΝ = ΚΓ. Να αποδείξετε ότι: 

α) τα τρίγωνα ΑΝΔ και ΒΓΚ είναι ίςα ,    (Μονάδεσ 12) 

β) το τετράπλευρο ΝΒΚΔ είναι παραλληλόγραμμο.   (Μονάδεσ 13) 



Έστω ορθογώνιο ΑΒΓΔ και σημεία Ν και Κ πάνω στις ΑΒ και ΓΔ αντίστοιχα τέτοια 

ώστε ΑΝ = ΓΚ. 

 

α) Τα τρίγωνα ΑΝΔ και ΒΓΚ έχουν: 

• Α̂ = Γ̂ = 900 ,αφού το ΑΒΓΔ είναι ορθογώνιο. 

• ΑΝ = ΚΓ, από υπόθεση 

• ΑΔ = ΒΓ, ως απέναντι πλευρές του ορθογωνίου ΑΒΓΔ 

Άρα, τα τρίγωνα ΑΝΔ και ΒΓΚ είναι ίσα ως ορθογώνια που έχουν τις κάθετες πλευρές 

τους ίσες μία προς μία.  

β) Ισχύει ΑΒ = ΔΓ (1) γιατί είναι απέναντι πλευρές του ορθογωνίου ΑΒΓΔ και επίσης 

ΑΝ = ΚΓ (2) από υπόθεση. Αφαιρώντας κατά μέλη τις σχέσεις ισότητας (1) και (2) 

βρίσκουμε: ΑΒ – ΑΝ = ΔΓ – ΚΓ, δηλαδή BN = KΔ (3). 

ΔΝ=ΒΚ (4) ως υποτείνουσες των ίσων τριγώνων ΑΝΔ και ΒΓΚ (από το προηγούμενο 

ερώτημα). Από (3) και (4) προκύπτει ότι το τετράπλευρο ΝΒΚΔ είναι 

παραλληλόγραμμο γιατί έχει τις απέναντι πλευρές του ίσες. 



 

 

ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (
0

90 ) και ΑΔ η διχοτόμος της γωνίας Α. Από το σημείο Δ 

φέρουμε την παράλληλη προς την ΑΒ που τέμνει την ΑΓ στο Ε. 

α)  Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΕΔΓ είναι ορθογώνιο.      (Μονάδες 9) 

β)  Να υπολογίσετε τη γωνία ΑΔΕ.          (Μονάδες 9) 

γ)  Αν η γωνία είναι 20 μοίρες μεγαλύτερη της γωνίας ˆ , να υπολογίσετε τη γωνία .  

(Μονάδες 7) 

 



Έστω ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με Α̂ = 900, ΑΔ διχοτόμος της γωνίας Α και ΔΕ 

παράλληλη στην ΑΒ.  

 

α) Η ΕΔ είναι παράλληλη στην ΑΒ και η ΑΓ είναι κάθετη στην ΑΒ, αφού είναι  Α̂ = 900. 

Οπότε, η ΑΓ θα είναι κάθετη και στην παράλληλή της ΕΔ. Άρα, το τρίγωνο ΕΔΓ είναι 

ορθογώνιο με ορθή τη γωνία ΓΕΔ. 

β) Επειδή ΑΔ διχοτόμος της ορθής γωνίας Α̂, ισχύει ότι Α̂1 = Α̂2 = 
Α̂2 = 45ο  

Αφού είναι Α̂2 = 45ο τότε θα είναι και AΔ̂E = 45ο, ως γωνίες εντός εναλλάξ των 

παραλλήλων ΕΔ και ΑΒ με τέμνουσα την ΑΔ. 

γ) Έστω ότι η Β̂ είναι 200 μεγαλύτερη της Γ̂, δηλαδή Β̂ = Γ̂ + 20ο (1) 

Για τις οξείες γωνίες του ορθογωνίου τριγώνου ΑΒΓ ισχύει Β̂ + Γ̂ = 90ο (2) 

Οπότε, λόγω της σχέσης (1), η σχέση (2) γίνεται:  Γ̂ + 20ο + Γ̂ = 90ο ⇔ 2Γ̂ = 70ο ⇔ Γ̂ = 35ο. Τότε Β̂ = Γ̂ + 20ο = 55ο. 

Οι EΔ̂Γ και Β̂ είναι ίσες, ως γωνίες εντός εκτός και επί τα αυτά μέρη των παραλλήλων 

ΔΕ, ΑΒ με τέμνουσα την ΒΓ. Άρα, EΔ̂Γ = Β̂ = 55ο. 



ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται ισοσκελές τραπέζιο ΑΒΓΔ (ΑΒ//ΓΔ ) με ΑΒ=8 και ΔΓ=12. Αν ΑΗ και ΒΘ τα ύψη 

του τραπεζίου,  

α) να αποδείξετε ότι ΔΗ = ΘΓ.      (Μονάδες 12) 

β) να υπολογίσετε τη διάμεσο του τραπεζίου.    (Μονάδες 13) 

 



Έστω ισοσκελές τραπέζιο ΑΒΓΔ (ΑΒ//ΓΔ) και ΑΗ, ΒΘ τα ύψη του. 

α)  

 

Επειδή ΑΗ και ΒΘ είναι ύψη τραπεζίου είναι ΑΗ ⊥ ΔΓ και ΒΘ ⊥ ΔΓ. 

Οπότε, τα τρίγωνα ΑΗΔ και ΒΘΓ είναι ορθογώνια με ΑΗ̂Δ = ΒΘ̂Γ = 900 και έχουν: 

• ΑΔ = ΒΓ, ως πλευρές (μη παράλληλες) του ισοσκελούς τραπεζίου. 

• Γ̂ = Δ̂ ως γωνίες προσκείμενες σε βάση ισοσκελούς τραπεζίου. 

Άρα, τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΗΔ και ΒΘΓ είναι ίσα γιατί έχουν την υποτείνουσα και 

την προσκείμενη σε αυτήν γωνία αντίστοιχα ίσες μία προς μία, οπότε και ΔH = ΘΓ. 

β)  

 

Έστω EΖ η διάμεσος του τραπεζίου, τότε η ΕΖ θα ισούται με το ημιάθροισμα των 

βάσεων του τραπεζίου, δηλαδή ΕΖ =  
ΑΒ+ΓΔ2 . 

Οπότε, ΕΖ =  
8+122 = 202  = 10. 

 



ΘΕΜΑ 2 

Στο παρακάτω ςχήμα η ευθεία  ε  εφάπτεται του κφκλου (O,ρ) ςτο ςημείο Γ. 

α) Να υπολογίςετε τισ γωνίεσ x,y και ω δικαιολογώντασ ςε κάθε περίπτωςη την 

απάντηςή ςασ.         (Μονάδεσ  15) 

β) Να βρείτε το είδοσ του τριγώνου ΟΑΓ ωσ προσ τισ πλευρζσ.    (Μονάδεσ 10) 

 



α) Οι γωνιές ΑΔ̂Γ και ΑΒ̂Γ είναι εγγεγραμμένες του κύκλου που βαίνουν στο ίδιο τόξο 

ΑΓ, οπότε θα είναι ίσες. Δηλαδή ΑΔ̂Γ = ΑΒ̂Γ, άρα x̂ = 30ο. 

Η γωνία ΑΟ̂Γ είναι επίκεντρη γωνία του κύκλου και βαίνει στο τόξο ΑΓ. Στο ίδιο τόξο 

βαίνει και η εγγεγραμμένη ΑΒ̂Γ. Οπότε, γνωρίζοντας ότι κάθε εγγεγραμμένη ισούται 

με το μισό της επίκεντρης που βαίνει στο ίδιο τόξο με αυτήν θα είναι ΑΒ̂Γ = 
ΑΟ̂Γ 2 . 

Δηλαδή, ΑΟ̂Γ = 2ΑΒ̂Γ, άρα ŷ = 60ο (1) 

Η γωνία ω̂ σχηματίζεται από τη χορδή ΑΓ και την εφαπτομένη ευθεία ε στο άκρο Γ 

της χορδής οπότε θα ισούται με κάθε εγγεγραμμένη που βαίνει στο τόξο ΑΓ της 

χορδής. Δηλαδή, είναι  ω̂ = ΑΒ̂Γ, άρα ω̂ = 30ο. 

β) Το τρίγωνο ΟΑΓ είναι ισοσκελές αφού ΟΑ = ΟΓ ως ακτίνες του κύκλου, και έχει τη 

γωνία της κορυφής του ΑΟ̂Γ = y = 600. Άρα, θα είναι ισόπλευρο.  



ΘΕΜΑ 2 

Έστω κύκλος (Κ,ρ), μια διάμετρός του ΒΓ και χορδή του ΒΑ=ρ. Αν Δ τυχαίο σημείο του 

κύκλου διαφορετικό των Β και Γ, όπως στο σχήμα που ακολουθεί, 

α) να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΒΚΑ είναι ισόπλευρο.   (Μονάδες 7)  

β) να υπολογίσετε την γωνία ΒΔ̂Α.     (Μονάδες 9)  

γ) να υπολογίσετε τις γωνίες του τριγώνου ΑΒΓ.   (Μονάδες 9) 

 

 



α) Είναι ΚΑ = ΚΒ = ΚΓ ως ακτίνες κύκλου και ΚΓ = ΒΑ από τα δεδομένα.  

Άρα ΚΑ = ΚΒ = ΑΒ, οπότε το τρίγωνο ΒΚΑ είναι ισόπλευρο γιατί έχει τις τρεις πλευρές 

του ίσες. 

β) Η εγγεγραμμένη γωνία ΒΔ̂Α και η επίκεντρη ΒΚ̂Α βαίνουν στο ίδιο τόξο ΑΒ του 

κύκλου. Η γωνία ΒΚ̂Α, ως γωνία ισοπλεύρου τριγώνου, θα είναι ίση με 600.  

Γνωρίζοντας ότι κάθε εγγεγραμμένη ισούται με το μισό της επίκεντρης που βαίνει στο 

ίδιο τόξο με αυτήν, θα είναι ΒΔ̂Α = 
ΒΚ̂Α2   . Οπότε, ΒΔ̂Α = 

60𝜊2  , άρα ΒΔ̂Α = 30ο. 

γ) Οι γωνίες ΒΔ̂Α και ΒΓ̂Α είναι εγγεγραμμένες που βαίνουν στο ίδιο τόξο ΑΒ του 

κύκλου, οπότε θα είναι ίσες και αφού ΒΔ̂Α = 30ο άρα και ΒΓ̂Α= 300. 

Η ΒΓ είναι διάμετρος του κύκλου, επομένως το τόξο ΒΔΓ είναι ημικύκλιο. Άρα, η γωνία 

ΒΑ̂Γ που βαίνει στο ημικύκλιο είναι ορθή, δηλαδή ΒΑ̂Γ = 90ο. 

Η ΓΒ̂Α = 600 γιατί είναι και γωνία του ισοπλεύρου τριγώνου ΒΚΑ. 

Επομένως, οι γωνίες του τριγώνου ΒΑΓ είναι ΒΓ̂Α = 30ο, ΒΑ̂Γ = 90ο και ΓΒ̂Α = 600. 



 

ΘΕΜΑ 2 

Στο τραπζηιο του παρακάτω ςχιματοσ ζχουμε ΑΒ=ΑΔ=
2

ΓΔ
, o

60Δ 


 και Μ το μζςο 

τθσ πλευράσ ΓΔ.  

Να αποδείξετε ότι: 

α) θ ΔΒ είναι διχοτόμοσ τθσ γωνίασ 

Δ ,     (Μονάδεσ 9) 

β) θ ΒΜ  χωρίηει το τραπζηιο ςε ζνα ρόμβο και ζνα ιςόπλευρο τρίγωνο.  

         (Μονάδεσ 16) 

 

Γ

ΒΑ

Γ M



α)  

 

Είναι ΓΔ̂Β = AΒ̂Δ (1) ως εντός εναλλάξ γωνίες των παραλλήλων ΑΒ και ΓΔ με τέμνουσα 

την ΒΔ. Επειδή είναι ΑΒ = ΑΔ, το τρίγωνο ΑΒΔ είναι ισοσκελές με βάση την ΒΔ, άρα 

AΔ̂Β = AΒ̂Δ (2). 

Από τις (1), (2) προκύπτει ότι AΔ̂Β = ΓΔ̂Β, άρα η ΔΒ είναι διχοτόμος της γωνίας Δ̂. 

β)  

 

Φέρνουμε το τμήμα ΒΜ. Επειδή ΑΒ // ΔΓ ως βάσεις του τραπεζίου ΑΒΓΔ, άρα ΑΒ // 

ΔΜ. Αφού είναι ΑΒ = 
ΓΔ2  και το Μ είναι μέσο του ΔΓ από την υπόθεση, άρα ΑΒ =ΔΜ. 

Οπότε, το τετράπλευρο ΑΔΜΒ έχει τις απέναντι πλευρές του ΑΒ και ΔΜ παράλληλες 

και ίσες άρα είναι παραλληλόγραμμο. Επειδή είναι AΒ = ΑΔ από την υπόθεση άρα το 

παραλληλόγραμμο ΑΔΜΒ έχει δύο διαδοχικές πλευρές του ίσες, οπότε είναι ρόμβος. 

Επειδή το ΑΔΜΒ είναι ρόμβος, ισχύει ότι ΒΜ = ΔΜ. Και αφού ΔΜ = ΜΓ γιατί Μ είναι 

μέσο του ΔΒ, τότε θα είναι ΒΜ = ΜΓ. Οπότε το τρίγωνο ΒΜΓ είναι ισοσκελές. 

Αφού Δ̂ = 60ο τότε και BΜ̂Γ = Δ̂ = 60ο ως γωνίες εντός εκτός και επί τα αυτά μέρη των 

παραλλήλων ΑΔ και ΒΜ με τέμνουσα την ΔΓ.  

Επειδή το ισοσκελές τρίγωνο ΒΜΓ έχει τη γωνία της κορυφής του ίση με 60ο θα είναι 

ισόπλευρο. 



ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ). Στα σημεία Β και Γ της ΒΓ φέρουμε προς το 

ίδιο μέρος της ΒΓ όπως στο σχήμα, τα τμήματα ΒΔ Ʇ ΒΓ και ΓΕ Ʇ ΒΓ τέτοια ώστε ΒΔ=ΓΕ. 

Αν Μ το μέσο της ΒΓ, να αποδείξετε ότι:  

α) τα τρίγωνα ΒΔΜ και ΓΕΜ είναι ίσα.     (Μονάδες 12)  

β) ΑΔ=ΑΕ.         (Μονάδες 13) 

 



α)  

 

Εφόσον τα ευθύγραμμα τμήματα ΒΔ και ΓΕ είναι κάθετα στη ΒΓ, άρα  

ΜΒ̂Δ = ΜΓ̂Ε = 900 οπότε τα τρίγωνα ΒΔΜ και ΓΕΜ είναι ορθογώνια και έχουν: 

• BΔ = ΓE από υπόθεση 

• BM = MΓ, αφού Μ μέσο της ΒΓ 

Άρα, τα ορθογώνια τρίγωνα ΒΔΜ και ΓΕΜ είναι ίσα, γιατί έχουν τις κάθετες πλευρές 

τους ίσες μία προς μία. 

β)  

 

Τα τρίγωνα ΑΔΒ και ΑΕΓ έχουν: 

• BΔ = ΓE από υπόθεση 

• AB = AΓ ως ίσες πλευρές του ισοσκελούς τριγώνου ΑΒΓ με βάση ΒΓ 

• AΒ̂Δ = ΑΓ̂Ε ως συμπληρωματικές γωνίες των ίσων γωνιών Β̂ και Γ̂ του 

ισοσκελούς τριγώνου ΑΒΓ 

Με βάση το κριτήριο Π-Γ-Π τα τρίγωνα είναι ίσα, οπότε έχουν και AΔ = AE ως πλευρές 

που βρίσκονται απέναντι από τις ίσες γωνίες AΒ̂Δ και ΑΓ̂Ε αντίστοιχα. 

 



 

 

ΘΕΜΑ 2 

Έστω ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ) . 

α) Να αποδείξετε ότι τα μέσα Δ και Ε των πλευρών ΑΒ και ΑΓ αντίστοιχα, ισαπέχουν 

από τη βάση ΒΓ.                (Μονάδες 13) 

β)  Αν BA 75 , να υπολογίσετε τις γωνίες του τριγώνου ΑΒΓ.          (Μονάδες 12)  

 



Θεωρούμε ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ = ΑΓ.  

 

α) Έστω Δ, Ε τα μέσα των πλευρών του ΑΒ, ΑΓ και ΔΖ, ΕΗ οι αποστάσεις των Ε, Ζ από 

τη βάση ΒΓ.  

Τα τρίγωνα ΔΖΒ και ΕΗΓ έχουν: 

• ΒΖ̂Δ = ΓΗ̂Ε = 900 αφού ΔΖ και ΕΗ ως αποστάσεις, από την υπόθεση, είναι κάθετες 

στη ΒΓ. 

• ΔB = EΓ ως μισά των ίσων πλευρών ΑΒ και ΑΓ του τριγώνου ΑΒΓ 

• Β̂ = Γ̂ ως προσκείμενες γωνίες στη βάση ΒΓ του ισοσκελούς τριγώνου ΑΒΓ 

Άρα τα τρίγωνα ΔΖΒ και ΕΗΓ είναι ορθογώνια που έχουν μια κάθετη πλευρά και την 

προσκείμενη σε αυτήν οξεία γωνία ίσες μία προς μία, άρα είναι ίσα.  

Οπότε έχουν και ΔZ = EH ως πλευρές απέναντι από τις ίσες γωνίες Β̂ και Γ̂ αντίστοιχα. 

Δηλαδή, τα σημεία Δ και Ε ισαπέχουν από τη βάση ΒΓ. 

β) Για τις γωνίες του τριγώνου ΑΒΓ έχουμε: Α̂ + Β̂ + Γ̂ = 180
ο
 ⇔75

ο
 +  Β̂ + Β̂ + Β̂ = 180

ο
 ⇔ 3Β̂ = 105

ο
. Άρα Β̂ = 35

ο  

Οπότε Α̂ = 75ο + 35ο = 110ο. 



ΘΕΜΑ 2  

Με βάση τα δεδομένα του σχήματος, να αποδείξετε ότι:  

α) το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές,      (Μονάδες 12)  

β) η γωνία ΑΕΔ είναι ορθή.       (Μονάδες 13) 

 



α) Για τις γωνίες του τριγώνου ΑΒΓ ισχύει: Α̂ + Β̂ + Γ̂ = 180ο (1) και αφού Β̂ = 700 και  Γ̂ = 40ο τότε από τη σχέση (1) βρίσκουμε ότι Α̂ =70ο. 

Επειδή είναι Α̂ = 70ο = Β̂ άρα το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές με ίσες πλευρές τις ΓΑ 

και ΓΒ.  

β) Για τις γωνίες του τριγώνου ΑΕΔ έχουμε: 

ΑΕ̂Δ + Α̂ + Δ̂ = 180ο (2) και αφού Δ̂ = 200 ως δεδομένο και Α̂ = 70ο από α) ερώτημα, 

τότε από τη σχέση (2) βρίσκουμε ότι ΑΕ̂Δ = 90ο. 



ΘΕΜΑ 2  

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ<ΑΓ και Μ το μέσο της ΒΓ. Προεκτείνουμε τη διάμεσο ΑΜ, 

προς το Μ, κατά τμήμα ΜΔ=ΜΑ. Από το Α φέρουμε παράλληλη προς τη ΒΓ η οποία 

τέμνει την προέκταση της ΔΓ στο σημείο Ε. 

Να αποδείξετε ότι:  

α) το τετράπλευρο ΑΒΔΓ είναι παραλληλόγραμμο.    (Μονάδες 12)  

β) BM = 
ΑΕ2 .        (Μονάδες 13) 



Έστω τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ < ΑΓ, Μ μέσο της ΒΓ, Δ σημείο στην προέκταση της ΑΜ προς 

το Μ τέτοιο ώστε ΜΔ=ΜΑ, Ε το σημείο τομής της ΔΓ με ευθεία που διέρχεται από το 

Α και είναι παράλληλη στη ΒΓ. 

 

α) Φέρνουμε το τμήμα ΒΔ. Επειδή έχουμε ΜΓ = ΒΜ αφού το Μ είναι το μέσο της 

πλευράς ΒΓ και ΜΑ = ΜΔ από την υπόθεση, τότε το τετράπλευρο ΑΒΔΓ είναι 

παραλληλόγραμμο γιατί οι διαγώνιοί του ΑΔ και ΒΓ διχοτομούνται. 

β) Έχουμε ότι η ευθεία ΑΕ είναι παράλληλη στην ΒΓ, οπότε και τα τμήματα ΑΕ και ΒΓ 

είναι παράλληλα. 

Από το α) ερώτημα έχουμε ότι το ΑΒΔΓ είναι παραλληλόγραμμο, οπότε οι απέναντι 

πλευρές του ΑΒ και ΓΔ είναι παράλληλες. Άρα και τα τμήματα ΑΒ και ΓΕ είναι 

παράλληλα. 

Συνεπώς, το τετράπλευρο ΑΒΓΕ είναι παραλληλόγραμμο γιατί έχει τις απέναντι 

πλευρές τους παράλληλες.  

Επειδή AE = BΓ, ως απέναντι πλευρές του παραλληλογράμμου ΑΒΓΕ, ισχύει ότι  

BM = 
ΒΓ2 = ΑΕ2 . 



ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ τέτοιο, ώστε AΓ AB .Στην πλευρά ΑΒ θεωρούμε  σημείο Δ τέτοιο 
ώστε AΔ AΓ και στην προέκταση της ΒΑ (προς το Α) θεωρούμε σημείο Ε τέτοιο ώστε 
AE AΓ .  

Να αποδείξετε ότι:  

α) ΔΓ EΓ ,           (Μονάδες 12) 

β) η γωνία ΕΑΓ είναι διπλάσια της γωνίας ΑΔΓ.           (Μονάδες 13) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Έστω τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΓ<ΑΒ, σημείο Δ στην πλευρά ΑΒ τέτοιο ώστε ΑΔ=ΑΓ και σημείο 

Ε στην προέκταση της ΒΑ τέτοιο ώστε ΑΕ=ΑΓ. 

 

α) Φέρνουμε τα τμήματα ΔΓ και ΓΕ. Αφού από υπόθεση είναι ΑΔ = ΑΓ και ΑΕ = ΑΓ τότε  

ΑΔ = ΑΓ = ΑΕ. Οπότε στο τρίγωνο ΔΓΕ το τμήμα ΑΓ είναι διάμεσος στην πλευρά του ΔΕ 

και είναι ίσο με το μισό της πλευράς που αντιστοιχεί, δηλαδή είναι ΑΓ= ΔΕ2 .  

Επομένως, το τρίγωνο ΔΓΕ είναι ορθογώνιο με υποτείνουσα την πλευρά ΔΕ και με 

ορθή τη γωνία ΕΓ̂Δ , άρα ΔΓ ⊥ ΕΓ. 

β) Επειδή είναι AΓ = AΔ, το τρίγωνο ΑΔΓ είναι ισοσκελές, άρα ΑΓ̂Δ = ΑΔ̂Γ (1). 

Η ΕΑ̂Γ είναι εξωτερική γωνία του τριγώνου ΑΔΓ, οπότε είναι ΕΑ̂Γ = ΑΓ̂Δ + ΑΔ̂Γ και αφού 

είναι ΑΓ̂Δ = ΑΔ̂Γ λόγω της σχέσης (1), άρα ΕΑ̂Γ = ΑΔ̂Γ + ΑΔ̂Γ = 2ΑΔ̂Γ. 

 



ΘΕΜΑ 2  

Έστω κύκλος κέντρου Ο και διάμετρός του ΒΓ. Θεωρούμε σημεία Α και Δ του κύκλου 

εκατέρωθεν της ΒΓ, τέτοια ώστε το τόξο ΒΔ να είναι διπλάσιο του τόξου ΔΓ.  

Να υπολογίσετε: 

α) το μέτρο x του τόξου ΓΔ       (Μονάδες 8)  

β) τη γωνία ΒΟΔ        (Μονάδες 9)  

γ) τη γωνία ΒΑΔ        (Μονάδες 8) 

 



α) Το τόξο ΒΔΓ είναι ημικύκλιο, οπότε: 2x + x = 180ο
  3x = 180

ο
  x = 60

ο
. 

β) Η γωνία ΒΟ̂Δ είναι επίκεντρη και βαίνει στο τόξο ΒΔ, άρα BΟ̂Δ = 2x =120ο
. 

γ) Η γωνία ΒΑ̂Δ είναι εγγεγραμμένη και βαίνει στο τόξο ΒΔ, άρα ΒΑ̂Δ = 
120ο2  = 60

ο
. 

 



ΘΕΜΑ 2 

Σε παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ είναι 0ˆ 120B και . Έστω ΕΖ η διάμεσος του 

τριγώνου ΔΕΓ. 

α) Να  υπολογίσετε τις γωνίες Α και  Γ  του παραλληλογράμμου.     (Μονάδες 8)  

β) Αν Κ είναι το μέσο της πλευράς ΑΒ, να αποδείξετε ότι ΕΖ=ΑΚ.      (Μονάδες 9)                                     

γ) Να  υπολογίσετε τη γωνία ΕΖΓ.                                                             (Μονάδες 8)       

            

 



α)  

 

Οι γωνίες Α̂ και Β̂ είναι εντός και επί τα αυτά μέρη των παραλλήλων ΑΔ και ΒΓ που 

τέμνονται από την ΑΒ οπότε είναι παραπληρωματικές, δηλαδή Α̂ + Β̂ = 180ο και αφού Β̂ =1200 άρα Α̂ = 60ο. 

Οι γωνίες Α̂ και Γ̂ είναι απέναντι γωνίες του παραλληλογράμμου άρα είναι ίσες, 

οπότε Γ̂ = Α̂ = 60ο. 

β)  

 

Έστω Κ το μέσο της πλευράς ΑΒ, τότε θα είναι ΑΚ = ΚΒ = 
ΑΒ2  (1). 

Αφού ΔΕ ⊥ ΒΓ τότε το τρίγωνο ΔΕΓ είναι ορθογώνιο και το ΕΖ είναι διάμεσος (από 

υπόθεση) που αντιστοιχεί στην υποτείνουσά του ΔΓ, άρα EZ = 
ΔΓ2  (2). 

Είναι ΑΒ=ΔΓ ως απέναντι πλευρές του παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ οπότε 
ΑΒ2  =  

ΔΓ2  (3) 

Επομένως, από τις (1), (2) και (3) προκύπτει ότι ΑΚ = ΕΖ. 

γ) Επειδή EZ = 
ΔΓ2  = ΖΔ = ΖΓ, το τρίγωνο ΕΖΓ είναι ισοσκελές με ίσες πλευρές τις ΖΕ, ΖΓ 

και τη γωνία Γ̂ = 60ο, οπότε θα είναι ισόπλευρο. Άρα ΕΖ̂Γ = 60ο. 


